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O QUASIPERIODICNIH FUNKCIJAH

I.. VIDAV

Teorija quasiperiodi¢nih funkcij je eno izmed najpomembnejsih del
predlanskem umrlega danskega matematika Haralda Bohra (1887—1951),
brata znanega fizika N. Bohra. To teorijo, za katero mu je dal pobudo
Studij Riemannove funkcije { (s), je Bohr obdelal v treh obseznih raz-
pravah, ki so izSle pod skupnim imenom Zur Theorie der fastperiodischen
Funktionen v letih 1925-26 v casopisu Acta Mathematica (45, 46, 47).
Prvi dve razpravi sta posveceni teoriji realnih, zadnja pa teoriji ana-
liticnih quasiperiodi¢nih funkcij. V tem ¢lanku se bomo omejili le na
realne quasiperiodi¢ne funkcije.

1. Lastnosti periodi¢nih funkcij. Ker so quasiperiodi¢ne funkcije
v nekem smislu posplositev periodi¢nih funkcij, zato se ho¢emo najprej
spomniti na najvaznejSe lastnosti le-teh. Povsod v tem ¢lanku naj pomeni
{(x) zvezno funkcijo realne spremenljivke x. Sme pa imeti f(x) kom-
pleksne vrednosti, torej f(x) = u(x) + iv(x), kjer sta u(x) in v(x) realni
zvezni funkciji realnega x.

Funkcijo f(x) imenujemo periodi¢no, ¢e je za kak p==0 vedno

f(x + p) = {(x) 1)
Stevilo p s to lastnostjo je perioda funkcije f(x). Céitno so hkrati s p tudi
vsi pozitivni in negativni veckratniki Z=p, &= 2p, =3p,... periode
funkcije f(x). Ce te vetkratnike np, n=0, = 1, +£2,...., nanesemo na

Stevilsko premico, dobimo neskonéno mnogo ekvidistantnih toc¢k, ki se
imenujejo periodne tocke. Vsak interval z dolZino p ima vsaj eno pe-
riodno tocko.

Zvezna periodi¢na funkcija f(x) je omejena in enakomerno zvezna
na vsem intervalu od —oo do + o. To se vidi od tod, ker zavzame
funkcija vse vrednosti, ki jih je sploh zmoZna zavzeti, Ze na intervalu
Sirine p. Vsota F(x) dveh periodi¢nih funkcij f,(x) in f,(x) je tudi perio-
di¢na funkcija, ¢e sta si periodi p, in p, obeh sumandov v racionalnem
razmerju, torej ¢e je p,:p,=n,:n,. Potem je namre¢ P = n,p, = n,p.
perioda vsote, ker je F(x+ P)=/,(x 4+ P) + fi(x + P} =f,(x + n,p,) +
+ f(x + np,) =1£,(x) + f,(x) = F(x). Ce pa periodi nista v racionalnem
razmerju, ne moremo ve¢ trditi, da je vsota F(x) periodi¢na funkcija. Pa¢
pa je mogoCe v tem primeru doloéiti dve celi $tevili n, in n, tako, da
je razlika n,p; — n,p, poljubno majhna. Potem je 7= n,p, skoraj mnogo-
kratnik periode p,, zaradi zveznosti pa se potem fo(x + n,py) zelo malo
razlikuje od f,(x + n,p,) =1.(x). Zato je tudi diferenca F(x + 7) — F(x)
absolutno majhna. Tako Stevilo 7, ki ima to lastnost, imenujemo quasi-
periodo funkcije F(x). Ta pojem bomo pozneje natan¢neje opredelili.
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Kar smo pravkar povedali za vsoto dveh periodi¢nih funkcij, velja
tudi za diferenco in produkt. Vidimo torej tu pomanjkljivost, da se
periodi¢nost pri osnovnih ra¢unskih operacijah ne ohranja.

Vsaka periodi¢na funkcija f(x) pomeni neko nihanje. Najpreprostejse
nihanje, tako imenovano harmoni¢no nihanje, izrazata kotni funkciji
sin x in cos x, ali v kompleksni obliki ei*, Vsako drugo nihanje z dolo¢eno
frekvenco se da sestaviti s superpozicijo samih harmoni¢nih nihanj, ki
imajo za frekvence veckratnike te frekvence. Matemati¢no se to pravi,
da se da periodi¢na funkcija f(x) razviti v Fourierovo vrsto, ki se glasi

f(x} ~ 3a, + (a, cos x.+ b, sin x) + (@, cos 2x + b, sin2x) + ... (2)
ali v kompleksni obliki
f(x) ~ ot o e+ o, e a e+ oo, e |, (2%)

Zaradi enostavnosti smo tu vzeli, da je perioda kar 2. Kakor je znano,
Fourierova vrsta zvezne funkcije f(x) ni vedno konvergentna, zato v (2)
ne smemo zapisati ena¢aja. Koeficienti an, bn, oziroma e, pri (2*), se dobe

iz formul
2n 27

ay = b f(x) cos nxdx , bn———l f(x) sinnxdx, n=0,1, 2,...
7 7
() (6]

oziroma
2%

1 .
T—— —inx S— +
an_gnff(x)e dx:. n=—0, =1, 2, .4

(6]

Vedno jih je mogoce izracunati, c¢e je le funkcija f(x) integrabilna.
Fourierova vrsta natan¢no doloc¢a funkcijo f(x) v tem smislu, da ne
moreta imeti dve zvezni periodi¢ni funkciji obe iste Fourierove vrste, ¢e
nista identi¢no enaki. Torej so le za funkcijo f(x) =0 vsi Fourierovi
koeficienti nic.

Ceprav Fourierova vrsta ni vedno konvergentna, se da kljub temu
vsaka zvezna periodi¢na funkcija f(x) aproksimirati s trigonometri¢nimi
polinomi, to je s polinomi takele oblike

S(X) ity + oy eix + o, e—ix __*_ azezix + u_ze—Zix + ...+ o einx + a_y, e—inx

To trdi Weierstrassov izrek, ki se glasi: K poljubno majhnemu pozitiv-
nemu Stevilu € je mogoce najti tak trigonometriéni polinom s(x), da je
1 f(x) — s(x) | < € za vsak x.

Ko smo tako nasteli najvaznejSe lastnosti periodi¢nih funkcij,
preidimo na quasiperiodi¢ne funkcije in si oglejmo, katere teh lastnosti
in v kak$nem smislu se dajo prenesti na le-te.

2. Definicija quasiperiodi¢nih funkcij. Najprej tofno definirajmo
quasiperiodo kake funkcije f(x). Stevilo v=1(¢) je za funkcijo f(x)
quasiperioda k € >0, ¢e je |f(x + v)—1f(x)| <€ za vsak x. Od tod se
takoj vidi, da je vsota ali razlika dveh quasiperiod 7; in 7, k € quasi-
perioda k 2 e, Velja namre¢
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[ f(x 47, +7,) —f(x) | = |{(x + 7.+ 7)) —f(x + 71) | +
+ | f(x+7,) —fx)|<2¢
Isto je za diferenco 7, — 7s.

Ce bi imenovali quasiperiodi¢no funkcijo tako funkcijo f(x), ki ima
k vsakemu € vsaj eno od ni¢ razli¢no quasiperiodo 7, bi bila ta definicija
presiroka. Saj bi bila vsaka enakomerno zvezna funkcija Ze quasi-
periodi¢na, ker za te funkcije vedno eksistira zadosti majhen 7 s to
lastnostjo. Da bomo prisli do prave definicije, se spomnimo zgoraj
omenjene lastnosti periodi¢nih funkcij, da je namreé¢ na vsakem intervalu
dolzine p vsaj ena perioda. Podobno lastnost moramo zahtevati od quasi-
periodi¢nih funkcij.

(I). Zvezno funkcijo f(x) imenujemo quasiperiodi¢éno, ¢e moremo
najti k vsakemu pozitivnemu € neko tako dolZino L=—L(€), da ima
funkcija f(x) na vsakem intervalu z dolzino L vsaj eno quasiperiodo
7 =7 (€) k predpisanemu €. Pri poljubnem a je torej med a in a + L vsaj
eno tako Stevilo v, da je

| fx +7) —f(x) | < & 3)
za vsak x.

Ce nanesemo vse quasiperiode k danemu € na $tevilsko premico,
dobimo neskon¢no mnozico tock, ki so relativno goste v tem smislu, da
ni med njimi poljubno velikega razmaka. V sploSnem pa ne tvorijo
aritmeti¢énega zaporedja kakor pri periodi¢nih funkcijah.

Iz definicije (I) je takoj razvidno, da je vsaka periodi¢na funkcija
tudi quasiperiodi¢na. Vse periode so hkrati quasiperiode. Narobe pa
seveda ni res.

Izpeljimo sedaj nekaj najvaznejsih lastnosti quasiperiodi¢nih funkcij.

a) Absolutna vrednost |f(x)| quasiperiodi¢ne funkcije je spet taka
funkcija. To se vidi neposredno iz definicije; saj je

[Hi(x +2) |[—[1x) || = i(x +7) —i(x) | < e

b) Hkrati z f(x) je tudi Af(x), Ce je A konstanta, quasiperiodi¢na
funkcija, Imamo namreé¢ | Af(x +7) — Af(x) | < Ae in je vsaka quasi-
perioda k € za f(x) quasiperioda k Ae za Af(x).

c¢) Vsaka quasiperiodi¢na funkcija f(x) je za — o < x <o na obe
strani omejena. To lastnost, ki je za periodi¢ne funkcije oc¢itna, dokazemo
takole: Po definiciji (I) dolo¢imo dolZzino L za &€=1. Na intervalu
0=x=1L je f(x) kot zvezna funkcija absolutno omejena, na primer
| £(x [ < B. Za vsak x zunaj tega intervala lahko dolo¢imo quasiperiodo =
tako, da je —x <v<—x+ L. To je mogocCe, ker ima ta interval dol-
zino L. Potem je 0 < x + v < L in zaradi tega

[{x) | = |fx+7)|+|fx+7)—ix)|<B+1=A

ker je |f(x +7) —{(x)| <1 in lezi x + v na intervalu (0, L).

Iz pravkar dokazane lastnosti sklepamo, da je kvadrat quasipe-
riodi¢ne funkcije zopet quasiperiodi¢na funkcija. Ker je povsod |f(x) | < A,
velja namrec

| (x +7) — (%) |=|fx +7) +{(x)]| " |f(x+7)—ix)]<2Ae
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Ta ocena pove, da je vsaka quasiperioda k € za funkcijo f(x) quasiperioda
k 2 Ae za kvadrat f*(x).

¢) Quasiperiodi¢na funkcija f(x) je enakomerno zvezna na vsem
intervalu (—oo,00), To se pravi, k vsakemu € > 0 pripada tak 8 > 0, da je
| f(x2) — f(x1) | < €, kjer koli lezita x, in x,, ¢e je le |x,—x,| < 3. Ker je
f(x) v vsaki tocki zvezna funkcija, je gotovo na vsakem konénem inter-
valu enakomerno zvezna. Pa dolo¢imo po definiciji (I) dolzino L= L(% €)
za % €. Vzemimo sedaj interval (— 1, L + 1)! Na tem je f(x) enakomerno
zvezna funkcija in je zato mogoce dolociti tak 8 > 0, da je |f(x,) — f(xy) | <
<3%€ za|x,—x,| <39, kjer koli sta x, in X, na tem intervalu. Seveda
smemo tu vzeti 8 < 1. Naj bo sedaj x, zunaj tega intervala! Dolo&imo,
kar je mogoce, quasiperiodo 7=7 (% ¢) tako, da je x, + 7 na intervalu
(0,L). Ce je |x,—x,|<3, lezi gotovo x,+ 7 med —1 in L+ 1. Po-
tem pa je

| £(x:) — £(x) | = | £(%: F 7) — £(xa) | + | f(x2 + ) —f(xy) | +
4 |f(x, +7) —f(x, +7)| < ¢

ker je razdalja to¢k x, +7 in X, + 7 manj$a od 8 in lezita obe med —1
in L+ 1, 7 pa je quasiperioda k 3 ¢.

Enakomerna zveznost funkcije f(x) pove, da se izraz f(x + 7) — f(x)
zelo malo spremeni, ¢e v nekoliko pove¢amo ali pomanj$amo. Od tod pa
lahko sklepamo, da eksistira na vsakem intervalu dolzine L cel interval
Sirine 8, ki ima vse totke za quasiperiode funkcije f(x). Za poljuben
n < 8 pa vsebuje vsak interval Sirine 8 vsaj en veckratnik Stevila n. Tako
smo dobili izsledek:

K vsakemu € > 0 je mogoce najti neki L in 8 > 0 tako, da ima za
poljubno izbran pozitiven n < 8 vsak interval dolZine L vsaj eno quasi-
periodo 7 (g), ki je veCkratnik Stevila n, torej v =—nn s celim n.

To dejstvo bomo uporabili pri dokazovanju tele pomembne lastnosti
quasiperiodi¢nih funkcij:

d) Vsota dveh quasiperiodi¢nih funkcij F(x) =1(x) + g(x) je tudi
quasiperiodi¢na funkcija. _

Tu gre za to, da najdemo skupne quasiperiode funkcij f(x) in g(x).
Kajti ¢e je |f(x +7) —f(x)| < ¢ in |g(x +7) —g(x) | < &, velja

|F(x + %) —F(x)| = [f(x + 7) — f(x) | + |g(x + 7) —g(x) | < 2¢

in je potem skupna quasiperioda 7 za vsoto F(x) quasiperioda k 2 €.
Dolo¢imo k % & ustrezni Stevili L, in 8, za f(x) ter L, in 3, za g(x).
Naj bo L ve¢ji izmed L, in L,, n pa manjsi izmed 3, in 8,. Potem ima vsak
interval z dolzino L eno quasiperiodo 7; funkcije f(X) in eno quasiperiodo
7g funkcije g(x), ki sta obe veckratnika Stevila 7, torej vy—nn in
Tg = n,N. Diferenca 7y — 7y = (n, — n,)J1 = n7n je tudi veckratnik Stevilan
in velja |nn|=|v;—7¢| <L, ker sta 7; in 7y oba na istem intervalu
s Sirino L. Vzemimo sedaj vse mozne take quasiperiode 7; in 74 Diference
7;—Tg=n7 so veckratniki istega 7 in vse so absolutno pod L. Zato jih
je le kon¢tno mnogo med seboj razlitnih. Vsi pari quasiperiod te vrste
razpadejo torej v konéno mnogo razredov, ¢e Stejemo dva para 7; 7g in
7f,T¢ v isti razred, ako je | vi—7g|=|7'—74'|. Iz vsakega razreda vze-
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mimo en par kot predstavnika tega razreda. Ce je k razli¢nih razredov,
dobimo tako k parov Ty, T i; Ti, Tgsj...; Tik, Tgk. INaj bodo vsi ti =
absolutno pod I. Trdimo sedaj, da je na vsakem intervalu dolzine L + 21
vsaj ena skupna. quasiperioda za f(x) in g(x). Ker ima namre¢ interval
{a+1, a+ 1+ L) dolzino L, je na njem gotovo en par quasiperiod 7, 7g,
kjer sta 7; in 7y veckratnika Stevila n. Ker spada tudi ta par v enega
izmed razredov, n.pr. v p-ti razred, je [rf——rgl_lmp —7Tg| in od tod
tf—l—rfp——'vg—'—rgp Izraz ©;+ 75, pa je kot vsota oziroma diferenca dveh
quasiperiod k % € quasiperioda funkcije f(x) k €. Zato je v w5 skupna
quasiperioda k € za obe funkciji {(x) in g(x). Ker je a + 1 <7 <a +1+ L
in |17fp| <1, lezi res ;= 7p na intervalu (aq,a + L+ 21). S tem pa je
naSa trditev dokazana.

Lastnost d) lahko raztegnemo na vsoto poljubno mnogo quasi-
periodi¢nih funkcij. Ker so periodi¢ne funkcije tudi quasiperiodicne,
dobimo za ta primer iz d), da je vsota periodi¢nih funkcij v sploSnem
quasiperiodi¢na funkcija.

Produkt dveh quasiperiodi¢nih funkcij f(x) in g(x) je quasiperiodi¢na
funkcija, kar takoj uvidimo, ¢e ga piSemo v obliki

x)g(x) ={lf(x) + g(x)]* — [f(x) — g(x)]*}

Vsota f(x) + g(x) in razlika f(x) -— g(x) sta po prejSnjem quasiperiodi¢ni
funkciji, kvadrata (f + g)*® in (f— g)* pa potem tudi.

e) Limita f(x) enakomerno konvergentnega zaporedja quasiperiodi¢nih
funkcij fi(x), f.(x), f5(x), ... je zopet quasiperiodi¢na funkcija.

To dejstvo dokazemo takole: f(x) je zvezna funkcija, ker je limita
enakomerno konvergentnega zaporedja zveznih funkcij, Izberimo si sedaj
tako naravno Stevilo n, da je |f(x) —fu(x)| < %€ za vsak x od — oo do
+ oo, To je mogoce, saj je f(x) limita zaporedja fa(x). Ker je fu(x) quasi-
periodi¢na funkcija, se da dobiti taka dolZzina L, da ima vsak interval
s to dolzino vsaj eno quasiperiodo 7 funkcije f,(x) k 4 ¢, torej |fn(x + 1) —
— fu(x) | < 3 . Sedaj pa je

|f(x + 7) — (%) | = | fa(x + 7) — fu(¥) | + | f(x + 7) — fe(x +7) | +
+ | f(x) —fa(x) | < €

Torej isti 7 je quasiperioda k € za limitni f(x).
Gornjemu izreku moremo dati tudi obliko: Vsota enakomerno kon-
vergentne vrste quasiperiodi¢nih funkcij je quasiperiodi¢na funkcija.
Imenujmo splo$no trigonometri¢ni polinom vsak takle izraz:

s ilx
=> g &

Na desni je vsota konéno mnogo sumandov za razlitne realne 4, ki ni
treba, da so v razmerju celih Stevil. el je periodi¢na funkcija. Zato je
5(x) kot vsota periodi¢nih funkcij vedno quasiperiodi¢na funkcija. Vsaka
funkcija f(x), ki se da enakomerno aproksimirati s trigonometri¢énimi
polinomi, je quasiperiodi¢na funkcija. Vzemimo namre¢ zaporedje po-
zitivnih Stevil €,, &, &,... ki limitirajo proti ni¢: & —0. Iz navedene
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lastnosti funkcije f(x) dobimo, da pripada k vsakemu &, tak trigono-
metri¢ni polinom si(x), da je povsod |f(x) — sn(x) | < en. Torej konvergira
zaporedje teh polinomov s,(x) enakomerno proti f(x). Ker so trigono-
metriéni polinomi quasiperiodi¢ne funkcije, velja po pravkar dognanem
izsledku isto za limitni f(x). S tem smo Zeleno dokazali. Ena izmed glavnih
nalog, ki si jo.je H.Bohr zastavil v teoriji realnih quasiperiodi¢nih
funkcij, pa je bila dokazati obratno lastnost: Vsaka quasiperiodi¢na
funkcija se da enakomerno aproksimirati s trigonometri¢nimi polinomi.
Ta izrek lezi mnogo globlje in dokaza ne moremo prinesti v tem
kratkem c¢lanku.

3. Srednja vrednost quasiperiodi¢nih funkcij. Naj bo f(x) quasi-
periodi¢na funkcija. Dokazali bomo, da vedno eksistira limita izraza

g
J(T) =—; f f(x)dx 4

kakor koli- gre T preko vsake meje. Limitno vrednost zaznamujemo
z M {{(x)} in je torej '

T
M {i(x)} :Lim—;/f(x)dx, T o0 5)

Izraz J(T) pomeni srednjo vrednost funkcije f(x) na intervalu (0, T). Zato
je M{f(x)} v nekem smislu srednja vrednost funkcije za vse x.
Dokazimo sedaj eksistenco te limite! Iz definicije konvergence vemo,
da J(T) limitira, ¢e je mogoce k vsakemu € > 0 najti tak T, > 0, da je
2

1 Ty
iff(x)dx——}«ff(x)dx
T T,

o

o

<€ (6)

za vse T, in T,, ki so vecji od T,. Da bomo prisli do takega T,, ocenimo

najprej diferenco
T a

+T
ff(x)dx —-ff(x)dx (7)

o

kjer je spodnja meja a poljubna. V ta namen poiS¢imo funkciji f(x)
k %€ quasiperiodo 7, ki lezi med a in a + L. PiSimo sedaj diferenco (7)
v obliki

T T

+T T+T T
ff(x)dx -—ff(x)dx —!—ff(x)dx—j f(x)dx
o T a

a+T

Ker je v—a <L in |f(x)|= A za vsak x, sta zadnja dva integrala
absolutno pod AL. V drugega pa vpeljimo x + 7 namesto x. Potem bo
imel tudi ta meji 0 in T. Ce ga zdruzimo s prvim, moramo integrirati
izraz f(x) — f(x + 7). Iz pomena 3tevila 7 pa imamo [f(x + 7) —f(x)| <
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<3%e in je torej diferenca prvih dveh integralov v gornjem izrazu
absolutno pod % € T. Skupaj velja torej ocena

a+T

T
1 1 ¢
I;ff(x)dx— }.[f(x)dx

o a

AL
< %¢ —_ 8
e+ = ()]

in je ‘neodvisna od spodnje meje a. Sedaj pa postavimo v izraz (7) po
vrsti za a vrednosti 0, T, 2T,..., (n—1)T. Ce vse tako dobljene izraze
seStejemo in upostevamo oceno (8), dobimo po delitvi z nT:

1 T 1 nT
}}ff(x)dxfﬁfi(x)dx
(o] o

Naj bosta sedaj T, in T, dve Stevili v racionalnem razmerju, ki sta veéji
od T, torej je n;T;=n,T,. Po oceni (9) se J(T,) razlikuje od J(n,T,) za
manj od % e + 2 AL/T,. Isto velja za J(T,) in J(n.T.). Ker pa je J(n,T;) =
=J(n,T,), se razlikujeta J(T,) in J(T.) za manj od &+ 4 AL/T,. Ce
izberemo T, tako velik, da je 4 AL/T,< €, je za dve taki $tevili T, in
T, Ze izpolnjena neenacba (6) z 2¢ na desni strani. Tu sta bili T, in T,
v racionalnem razmerju, zaradi zveznosti integrala pa velja neenacba (6)
splosno. Tako smo dokazali, da res eksistira limita (5). Prav tako je
seveda tudi

S e )
T

T
Lim 2%“[ [(X)dx=M{f(x)}, T —»oo (5%
4

kar uvidimo takoj iz ocene (8), ¢e piSemo v njej 2T namesto T in
postavimo a =—T.

Kako velik T je treba vzeti, da daje integral (4) srednjo vrednost
do natancnosti €2 Na to vprasanje nam odgovori-neenacba (9), ki velja
za vsak celi n. Ce n vetamo preko vsake meje, dobimo

T
}%ff(x)dx—M{f(x)} <3¢

(o]

N 2AL

Za T > 4 AL/e da izraz (4) srednjo vrednost M {f(x)} do nataninosti €.

Ce je f(x) navadna periodi¢éna funkcija, kaj je v tem primeru njena
srednja vrednost? Naj ima f(x) periodo p. Ker je vseeno, kako gre T
v neskoncnost, vzemimo T = np in naj raste celo Stevilo n preko vsake
meje. Vrednost integrala periodi¢ne funkcije je neodvisna od spodnje
meje, ¢e ima integracijski interval Sirino periode. Zato je vrednost
integrala v mejah od 0 do np enaka n-kratni vrednosti integrala v mejah

(0, p), torej
1 n f 1 [
@ff(x)dxzEff(x)dx:;ff(x)dx
o o o
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Ce raste n preko vsake meje, limitira leva stran proti srednji vrednosti.
Od tod dobimo za periodi¢no funkcijo

M {f(x)} = %ff(x)dx (10)

Izratunajmo $e srednjo vrednost eksponencialne funkcije eilx, kjer
je 4 realen. Ker je nedolo¢eni integral te funkcije e'lx/il, je

M{e™ —Lim (€T —1)/iAT —0 (1)

T— oo
saj Stevec ei“—l' absolutno ni vec¢ji od 2. To velja seveda za A==0.
Zaj==0jo o =1 in M —1,

Neposredno iz definicije imamo tele lastnosti srednje vrednosti:

a) Srednja vrednost vsote dveh funkcij je vsota srednjih vrednosti
obeh sumandov: M {i(x) + g(x)} = M {{(x)} + M{g(x%)}.

b) Za konstanten A je M{Af(x)} = AM{{(x)}.

c) Ce zaporedje quasiperiodiénih funkcij f,(x), f.(x), fs(x),... enako-
merno konvergira proti f(x), je Lim M{fn(x)} = M {i(x)}.

Pri zadosti velikem n je namre¢ | Ru(x) |=|f(x) — fa(x) | < € za vsak
x. Iz definicije (5) pa je razvidno, da je |[M{f(x)}|< ¢, &e je povsod
| f(x)| < e. Od tod imamo | M{Ry(x)}|=|M{{(x)} — M {fx(x)}|< €. Torej
je res Lim M {fy(x)} = M{f(x)} za n—co.

4. Fourierovi koeficienti in Fourierova vrsta quasiperiodi¢ne funk-

cije. Ker je hkrati z f(x) tudi f(x)e_i;"x za poljuben realen A quasipe-
riodicna funkcija, eksistira ‘njena srednja vrednost, ki jo zazna-
mujmo z a(4):

T
a(A) = M {f(x)e~"} = Lim —; f fx)e ™ dx, T— oo (12)
0

Vsak tak 4, pri katerem je a(4)==0, imenujemo Fourierov eksponent,
pripadajo¢i a(A) pa Fourierov koeficient quasiperiodi¢ne funkcije f(x).
Ce je funkcija f(x) periodi¢na, vzemimo jo kar s periodo 2w, je za A=n
tudi f(x)e” " periodi¢na funkcija in po formuli (10) imamo

27
a(n) = L f i(x)e ™ dx =a, (12%)
2w :
0

torej Fourierov koeficient v navadnem smislu.

Za vsak 4 je srednja vrednost a(4i) natan¢no dolo¢eno stevilo.
Izredno pomembno za naSo teorijo pa je dejstvo, da ima quasiperiodi¢na
funkcija f(x) kvecjemu Stevno neskon¢éno mnogo eksponentov. Torej a(A)
je kvedjemu za $tevno mnogo vrednosti A od ni¢ razli¢en.
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To dokaZemo takole: Vzemimo nekaj takih Stevil 4;, 4y, ... 44, za
katere je pripadajoci koeficient a(4)==0. Tvorimo trigonometri¢ni polinom

s®) = > a)e™, A=1ly e ... a (13)

kjer se sumacija nanaSa na vse izbrane A. Izraz |f(x) — s(x)|® je tudi
quasiperiodi¢na funkcija in ima zato neko srednjo vrednost, ki oc¢itno ni
negativna, saj je srednja vrednost funkcije, ki ni nikjer negativna. Je pa

| £(x) — s(x) [* = [£() —s(0)] () — s*(x)] = f(x)f*(x) —
Pty i(x) 2 a*(l)e—ilx . f*(x) z a(l) eilx —l" E E 1(1) a*(p.)ei(l-[,{)x*

V vseh vsotah zavzameta 4 in » zgoraj izbrane eksponente A;, 4y, ... Aq.
Zaradi lastnosti a) imamo

M{| 1(x) — s(x) [} = M{ | 1(x) )} — > a* ()M {f(x)e "} —
— S ah) M{F@e™) + = Saa'e) M{ )

Ker je M{i(x)e "} =a(h), M{fx)e"™ =a*(}) in M{*™) =0 za
A ==u ter =1 za A =1y, dobimo

> ) P=M{|1x) [} — M{] {0 —s(0) [7) (14)
a(d) P +]ad) P+ ...+ [alda) P = M{|£(x) 12} (15)

in od tod

Iz te neenacbe spoznamo takoj, da je kve¢jemu Stevno mnogo 4, ki imajo
koeficient a(4) #=0. Ker ima desna stran dolo¢eno konéno vrednost C,
je samo kon¢no mnogo takih a(4), namre¢ manj od C, ki so absolutno
vecji od 1. Zaznamujmo ustrezne eksponente, urejene po velikosti,
Z A1y Aoy -+ . Ar, Kjer je r < C. Ce bi bilo takih 4 ve¢, bi takoj pri§li v proti-
slovje z.neenacbho (15.) Prav tako pa vidimo, da je samo konc¢no mnogo 4
te zaznamquo urejene po velikosti, z A.r+|, lr+2, .As, pri katerlh lezi|a(2)|
med 3 in 1. Isto velja za tiste 4, kjer je |a(Z) | med % in 3. Ce tako
nadal_]u]emo, bo priSel ocitno vsak od ni¢ razhcen a(d) séasoma na vrsto.
Torej je res takih eksponentov 4,7, 4s,... kvetjemu $tevno neskonéno
mnogo. Seveda imata v sploSnem dve razli¢ni funkciji razlicne ekspo-
nente A.

Ce sedaj formalno tvorimo vsoto 2 a(l)e'lx, ki se nanaSa na vse
Fourierove eksponente A=14,, =1y, =43, ... funkcije f(x), imenujemo to
vrsto Fourierovo vrsto quasiperiodi¢ne funkcije f(x), ne glede na to ali
je vrsta konvergentna ali divergentna. Pripadnost vrste funkciji f(x)
zapiSemo v obliki

f(x) ~ 2 a(l)eilx1 2':}‘1’ :;“b.: ]‘3’ cee (16)

Tudi ¢e vrsta na desni konvergira, $e ni reCeno, da je njena vsota
ravno f(x).

* Z zvezdico Je tu zaznamovana konjugirano kompleksna vrednost, na primer
*(x) = u(x) —iv(x), €e je f(x) = u(x) + iv(x).
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Pri periodic¢ni funkciji f(x) se njena Fourierova vrsta ujema s Fourie-
rovo vrsto v navadnem smislu. To ni samo ob sebi umevno, pa¢ pa kaj
lahko dokaZemo. Naj ima f(x) kar periodo 27. Ze zgoraj smo spoznali,
da se za A= celo Stevilo koeficient a(4) ujema s Fourierovim koefi-
cientom «a, [glej enacbo (12¥)]. Dokazati je le Se treba, da je za vsak
drug A pripadajo¢i a(4) enak ni¢. V formuli

2nsw

a(4) = Lim 2 [i(x)e_ilx dx
2nmw ,
()

smemo vzeti za n celo Stevilo. Integral na desni, ki ima meje 0 in 2 n=x,
razstavimo v vsoto n integralov z mejami (02n), (2x, 4n),...
[2(n— 1)n, 2 n=]. Ce vpeljemo v te integrale novo spremenljivko tako,
da je potem spodnja meja ni¢, dobimo

2n7

27
f fe ™ dx =11 4+ e 2 4 | 4 o 2 f fx)e ™ dx
(o]

o
Faktor pri integralu na desni je vsota geometri¢nega zaporedja, ki jo

lahko piSemo v obliki (1 &2y o2 Ker A ni celo #tevilo,
je e o == 1. Koeficient a(4) dobimo, te gornji izraz delimo $e z 2 nz in
vetamo n preko vsake meje. Ker limitira kvocient (1 —e-QnZM) [2 nn

proti ni¢ za n —oo, je res a(4) =0. Fourierova vrsta v novem smislu je
za periodi¢ne funkcije ista kakor Fourierova vrsta v navadnem smislu.
Tu so Fourierovi eksponenti 2nn z n=0, =1, =2,... in tvorijo aritme-
ticno zaporedje. Iz izreka o enoli¢nosti razvoja v Fourierovo vrsto lahko
sklepamo,. da je tudi narobe vsaka quasiperiodi¢na funkcija, katere
eksponenti tvorijo aritmeti¢no zaporedje, periodi¢na funkcija.

Ti izsledki kazejo, da je mogocCe tudi quasiperiodi¢no funkcijo
v nekem smislu razstaviti na sama harmoni¢na nihanja. Pripadajoce
frekvence pa niso v tako preprosti zvezi kakor pri periodi¢nih funkcijah.
Za eksponente ;, A9, A3, ... smemo namreé vzeti poljubno $tevno mnozico,
celo tako, ki je povsod gosta za —oo<<A< oo. V vsakem primeru je
mogoce najti quasiperiodi¢no funkcijo, ki ima te 4 za Fourierove ekspo-

nente. Kajti ¢e izberemo koeficiente a(4) tako, da je vrstaEa(l)eil"
enakomerno konvergentna, je njena vsota quasiperiodi¢na funkcija, ki

ima eksponente 4, in nobenega drugega. To vidimo takoj od tod, ker je
srednja vrednost enakomerno konvergentne vrste quasiperiodi¢nih funk-

cij vsota srednjih vrednosti posameznih clenov. VrstaEa(l)e_ilx pa je
ocitno enakomerno konvergentna, ¢e postavimo kar a(4,) = 2™ za vsak n.

5. V tej zvezi se vsiljujejo razna vprasanja. Prav gotovo ni Fourie-
rova vrsta za vsako quasiperiodi¢no funkcijo konvergentna, saj ni Ze
v periodi¢nem primeru. Toda ali Fourierova vrsta sama, ¢eprav mogoce
ni konvergentna, dolo¢a funkcijo f(x), to se pravi, ali moreta imeti dve
quasiperiodi¢ni funkciji isto Fourierovo vrsto? Diferenci f(x) — g(x) dveh
quasiperiodi¢nih funkcij pripada Fourierova vrsta, ki jo ocitno dobimo
tako, da formalno odstejemo vrsto funkcije f(x) od vrste funkcije g(x).
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Diferenca dveh funkcij z isto Fourierovo vrsto ima zato vse Fourierove
koeficiente ni¢. Odgovor na gornje vpraSanje daje potem tale izrek:

Ce ima quasiperiodi¢na funkcija f(x) vse Fourierove koeficiente a(1)
ni¢, je f(x) =0 za vsak x.

Od tod imamo takoj izrek o enoli¢nosti razvoja v Fourierovo vrsto.

Dvema razliénima quasiperiodi¢nima funkcijama pripadata vedno
dve razli¢ni Fourierovi vrsti.

Iz neenacbe (15), ki velja za poljubno mnogo Fourierovih koeficientov
a(4) funkcije f(x), sklepamo, da je vrsta

|(11]2+|02|2+|a3]2+..., akza(ﬂ,k)-

ki se nanaSa na vse eksponente 4,4, 43, ... funkcije f(x), konvergentna,

saj ima samo pozitivne ¢lene in so njene delne vsote navzgor omejene.
Tudi v limiti velja, da njena vsota ni velja od srednje vrednosti
M{|{(x) |*}. Ce Fourierova vrsta funkcije f(x) enakomerno konvergira
proti f(x), torej s(x) — f(x), kjer je s(x) trigonometri¢ni polinom (13),
potem je tudi M{|f(x) —s(x) |’} =0. Razlika med desno in levo stranjo
v neenacbi (15) pa je ravno M{|f(x) — s(x) |}. Zato je v tem primeru

|l P+ @ P+ |as P+ ... =M{|{(x) [} (17)

¢e se na levi razteza vrsta na vse Fourierove koeficiente funkcije f(x).
Naravna je sedaj domneva, da velja enacba (17) v vsakem primeru.
Izkaze se, da je res tako. )

Za periodi¢no funkcijo f(x) zaznamujmo Fourierove koeficiente z @,
n=0, =1, £2,... Enatba (17) preide v tako imenovano Parsevalovo
enacho

27
0]l [y [P P a2 = o f1f00) 2

ki velja pri zelo splo$nih pogojih, saj niti ni treba, da je funkcija f(x)
zvezna, da le eksistira integral na desni. Zato imenujemo tudi za quasi-
periodi¢no funkcijo f(x) enac¢bo (17) Parsevalovo enacbo.

Izrek o enoli¢nosti in Parsevalova enacba sta ekvivalentna v tem
smislu, da sta ali oba veljavna ali oba neveljavna. Vzemimo namre¢, da
je enacba (17) pravilna. Ce je f(x) taka quasiperiodi¢na funkcija, ki ima
vse Fourierove koeficiente a(A) =0, dobimo iz (17), da je M{|{(x)[?} =0.
Od tod pa ni tezko dokazati, da je identi¢no f(x) = 0. Tudi narobe izhaja
iz izreka o enoli¢nosti Parsevalova enacba. Dokaz pa je v tem primeru
bolj zamotan.

Izrek o enoli¢nosti lezi precej globoko. Doslej poznamo Ze mnogo
razliénih dokazov, ki so pa vsi preve¢ komplicirani za na$ ¢lanek.

Za konec si $e oglejmo Fourierovo vrsto v nekem posebnem primeru.
Spoznali smo Ze,-da more imeti quasiperiodi¢na funkcija za eksponente 4
Se zelo poljubno $tevno mnozico §tevil. V periodi¢nem primeru tvorijo 4
aritmeti¢no zaporedje, v sploSnem pa so poljubno posejani. Vzemimo
sedaj tako quasiperiodi¢no funkcijo f(x), pri kateri so ti eksponenti vsi
med seboj linearno neodvisni. Tu imenujemo realna $tevila 4;, 4y, 4, ...,
ki jih je lahko konéno ali neskon¢no mnogo, linearno odvisna, ¢e je med
njimi kaka zveza z obliko

nAy + nhdy ...+ nkde=0 (18)
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kjer so ny, n,, ... nx cela Stevila, ki niso vsa enaka 0. V enachi (18) je
samo konéno mnogo izmed gornjih $tevil 4. V nasprotnem primeru, ko
take zveze ni, so 4y, 4g, 43, ... linearno neodvisni. Tu. je enacba oblike (18)
mogoca le, ¢e so vsi np =0. Tako sta n. pr. Stevili 1 in e (osnova naravnih
logaritmov) linearno neodvisni, ker ni nikdar n, + n,e =20, saj bi bilo
v nasprotnem primeru e racionalno stevilo. Ce so 4y, Ay, 43, ... linearno
neodvisni, med njimi oc¢itno ni Stevila 0, ker bi bila sicer enacba (18)
izpolnjena s poljubnim n, in n,—=n,=...=nk=0.

Naj bo torej f(x) taka qua51per10d1cna funkcija, pri kateri so
eksponenti 4y, 49, 43, . . . linearno neodvisni. Ustrezne Fourierove koefi-
ciente zaznamujmo z a,, @, . . ., tedaj a, = a(%,). Naj bo sploesno a =|a|e®
kjer je v smerni kot kompleksnega stevila a. Koeficientu ax pripadajoc¢i
v naj ima indeks k, torej vk. Funkcija

kx)=1-43 (e ¥+ e =11 eosx

ni nikjer negativna. Vzemimo sedaj nekaj eksponentov 1;, 4y, ... 4, in
tvorimo produkt ‘
KiX)= Il k(hx+wv), r=1, 2,...,n

kjer je vr koeficientu ar pripadajo¢i smerni kot. Ce razvijemo K:(x),
dobimo

Ko(x) =1+ % >e ™ ™ 4 Ry(x) (19)
Vsota na desni se razteza naA=2~1,,= /Ay, = --- = Ay, Rn(X) pa je trigono-

metriéni polinom z obliko § 7] éilx. Eksponenti 4 so tu bodisi Stevila
A Aoy « . . An, bodisi vsota ali diferenca dveh ali ve¢ izmed teh $tevil. Ker -
SO 15 Ag, A3, ... linearno neodvisni, ni nobeden od teh eksponentov A enak
0 ali —4;, —4y, —4g,.... Zato je za vse te Avedno M {f(x)ei**}=0. od
tod imamo po znanem prav1lu za srednjo vrednost vsote

M{fx)Kn(x)} =3 (a:| +|a|+ ... +|aa))

Tu smo upostevali, da je M {f(x)} =0, ker A=0 ni Fourierov eksponent
funkcije f(x) in je zato prlpada]om ‘koeficient enak 0. Nadalje je
M{f(x)e—** e~} — aqx-e~"k=|ax|. Imamo pa povsod |f(x)|= A in
Ki(x) = 0. Velja tedaj ocena

| M{f(x)Ka(x)} | = AM{K:(x)}

kar se takoj vidi iz definicije srednje vrednosti. Ena¢ba (19) pa da
M {K.(x)} =1, torej je

lay| 4+ |a|+ ... ]an| <24

Ta ocena pove, da je vrsta a, + a, + a; +... absolutno konvergentna in
je zato Fourierova vrsta funkcije f(x)

il il 7 )
ae’ g, + ae” T+ ...

enakomerno konvergentna. Njena vsota je taka quasiperiodi¢na funkcija,
ki ima iste eksponente in koeficiente kakor f(x). Po izreku o enoli¢nosti
Fourierove vrste je ta vsota ravno f(x). Tako smo dobili izsledek:

Vsaka quasiperiodi¢na funkcija, pri kateri so Fourierovi eksponenti
linearno neodvisni, se da razviti v enakomerno konvergentno Fourierovo
vrsto.
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TOPOLOSKA KLASIFIKACIJA ZAPRTIH PLOSKEV

A. VADNAL

1. Uvodna pojasnila

V naslednjem bomo obravnavali geometri¢ne figure: telesa, ploskve,
¢rte in tocke v tridimenzionalnem evklidskem prostoru.

Okolica poljubne totke x prostora je vsako telo, v katerem je
tocka x notranja to¢ka. Okolica poljubne totke x ploskve je vsak lik,
ki lezi na tej ploskvi in v katerem je tocka x notranja tocka. Okolica
poljubne tocke x ¢rte je vsak interval, ki lezi na tej ¢rti in v katerem
je tocka x notranja tocka.

Vzemimo dve poljubni geometriéni figuri A in B. Figuro A eno-
li¢no preslikamo ali transformiramo v figuro B, ako
priredimo vsaki toc¢ki a figure A po eno tocko b figure B; pri tem
imenujemo to¢ko b sliko toCke a in to¢ko a prasliko tocke b.
Denimo, da je transformacija taka, da ima vsaka tocka b figure B v figuri
A neko prasliko; ako priredimo vsaki toc¢ki b figure B njeno prasliko
v figuri A, tedaj transformiramo figuro B v figuro A. Ta transformacija
je prvotni transformaciji obratna. Transformacija je obratno
enoli¢na, ako je sama enolicna in ako je njej ustrezna obratna
transformacija tudi enoli¢na.

Transformacija figure A v figuro B je zvezna v dolocCeni toc¢ki
a figure A, ako eksistira v vsaki okolici O (b) tocke b, ki je slika tocke
a, vsaj ena okolica O (a) tocke a, katere slika leZi v okolici O (b). Trans-
formacija figure A v figuro B je zvezna, ako je zvezna v vseh tockah
figure A.

Transformacija figure A v figuro B je topolo§ka, ako je obratno
enoli¢na in obenem s svojo obratno transformacijo zvezna. Potemtakem
je transformacija figure A v figuro B topoloSka, ako je obenem s svojo
obratno transformacijo enoli¢na in ako prevede vsako okolico poljubne
to¢ke v okolico njene slike.

Topolosko transformacijo figure si moremo vcasih ponazoriti z
ustrezno deformacijo figure; pri taki deformaciji pa ne sme nikjer priti
do kakega pretrganja figure ali pa do zgnetenja vec¢ to¢k v eno tocko.
Tako je n.pr. mogocCe topolosko transformirati polno kocko v polno
kroglo; tej transformaciji ustreza pregnetenje kocke v kroglo. Vsaka
deformacija pa seveda ni topoloska transformacija! Tako n.pr. lahko
pregnetemo polno kroglo v poln torus; ta transformacija pa nikakor ni
topoloska, ker ni zvezna, saj moramo v kroglo napraviti luknjo. Pa tudi
vsake topoloske transformacije v tridimenzionalnem evklidskem prostoru
ne moremo realizirati s kako deformacijo! Tako moremo n. pr. zavozlano
zanko topolosko transformirati v kroZznico, nikakor je pa ne moremo
v tridimenzionalnem evklidskem prostoru razvozlati s kako deformacijo
brez pretrganja. Razlika med zavozlano zanko in kroznico je namrel
v tem, kako sta obe sklenjeni krivulji vloZeni v prostor.

Dve geometri¢ni figuri, ki ju moremo transformirati drugo v drugo
s kako topolosko transformacijo, sta homeomorfni. Homeomorfne
so n. pr. naslednje figure: polna krogla, kocka, poln stoZec, polna piramida
in vsako polno telo, ki nima nobene luknje. Nadalje so tudi homeomorine
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