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Is 5 s Gbzovnik za matematiko in fiziko VIosa

O GUASIPERIODIČNIH FUNKCIJAH

I. VIDAV

Teorija guasiperiodičnih funkcij je eno izmed najpomembnejših del

predlanskem umrlega danskega matematika Haralda Bohra (1887—1951),

brata znanega fizika N. Bohra. To teorijo, za katero mu je dal pobudo

študij Riemannove funkcije č (s), je Bohr obdelal v treh obsežnih raz-

pravah, ki so izšle pod skupnim imenom Zur Theorie der fastperiodischen

Funktionen v letih 1925-26 v časopisu Acta Mathematica (45, 46, 47).

Prvi dve razpravi sta posvečeni teoriji realnih, zadnja pa teoriji ana-

litičnih guasiperiodičnih funkcij. V tem članku se bomo omejili le na

realne guasiperiodične funkcije.

1. Lastnosti periodičnih funkcij. Ker so guasiperiodične funkcije

v nekem smislu posplošitev periodičnih funkcij, zato se hočemo najprej

spomniti na najvažnejše lastnosti le-teh. Povsod v tem članku naj pomeni

(x) zvezno funkcijo realne spremenljivke x. Sme pa imeti f(x) kom-

pleksne vrednosti, torej f(x) — u(x) -- iv(x), kjer sta u(x) in v(x) realni

zvezni funkciji realnega x.

Funkcijo f(x) imenujemo periodično, če je za kak p-<0 vedno

(x -- p) — (x) (1)

Število p s to lastnostjo je perioda funkcije f(x). Očitno so hkrati s p tudi

vsi pozitivni in negativni večkratniki tp, £ 2p, ž£3p,... periode

funkcije f(x). Če te večkratnike np, n—0, tt 1, £2,...., nanesemo na

številsko premico, dobimo neskončno mnogo ekvidistantnih točk, ki se
imenujejo periodne točke. Vsak interval z dolžino p ima vsaj eno pe-

riodno točko.

Zvezna periodična funkcija f(x) je omejena in enakomerno zvezna
na vsem intervalu od —oo do --co. To se vidi od tod, ker zavzame
funkcija vse vrednosti, ki jih je sploh zmožna zavzeti, že na intervalu
širine p. Vsota F(x) dveh periodičnih funkcij f,(x) in f,(x) je tudi perio-
dična funkcija, če sta si periodi p, in p, obeh sumandov v racionalnem
razmerju, torej če je p,:p,.—n,:n,. Potem je namreč P — n,p,— n;p«

perioda vsote, ker je F(x -- P) —f,(x --P) - f,(x --P) —f,(x-t nap.)

- £,(X -- n,p2)— 4,(X) 1,(x) — F(x). Če pa periodi nista v racionalnem
razmerju, ne moremo več trditi, da je vsota F(x) periodična funkcija. Pač

pa je mogoče v tem primeru določiti dve celi števili n, in n, tako, da

je razlika n,p,— n.p, poljubno majhna. Potem je 7 — n,p, skoraj mnogo-
kratnik periode p., zaradi zveznosti pa se potem f,(x - n,p,) zelo malo
razlikuje od f,(x -- n.p.)— f(x). Zato je tudi diferenca F(x -- 7) — F(x)

absolutno majhna. Tako število 7, ki ima to lastnost, imenujemo guasi-

periodo funkcije F(x). Ta pojem bomo pozneje natančneje opredelili.
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Kar smo pravkar povedali za vsoto dveh periodičnih funkcij, velja

tudi za diferenco in produkt. Vidimo torej tu pomanjkljivost, da se

periodičnost pri osnovnih računskih operacijah ne ohranja.

Vsaka periodična funkcija f(x) pomeni neko nihanje. Najpreprostejše

nihanje, tako imenovano harmonično nihanje, izražata kotni funkciji

sin x in cos x, ali v kompleksni obliki e'", Vsako drugo nihanje z določeno

frekvenco se da sestaviti s superpozicijo samih harmoničnih nihanj, ki

imajo za frekvence večkratnike te frekvence. Matematično se to pravi,

da se da periodična funkcija f(x) razviti v Fourierovo vrsto, ki se glasi

f(x) — ša, -- (a, cos x b, sin x) -- (a, cos 2x -- b,sin2x) -... (2)

ali v kompleksni obliki

4(x) > ds -- «, eix -- 4. e—ix -- a, ežix Nm «., e—Rix -- nl (2")

Zaradi enostavnosti smo tu vzeli, da je perioda kar 24. Kakor je znano,

Fourierova vrsta zvezne funkcije i(x) ni vedno konvergentna, zato v (2)

ne smemo zapisati enačaja. Koeficienti an, bn, oziroma 4, pri (2%), se dobe

iz formul
27 2x

1ai [ ico cos nxdx, boči [ ico sinnxdx, n<—O0, 1, 2,...
o o

oziroma
21

1A aa dx, n —0, m mev] ...
o

Vedno jih je mogoče izračunati, če je le funkcija f(x) integrabilna.

Fourierova vrsta natančno določa funkcijo f(x) v tem smislu, da ne

moreta imeti dve zvezni periodični funkciji obe iste Fourierove vrste, če

nista identično enaki. Torej so le za funkcijo f(x) <0 vsi Fourierovi

koeficienti nič.

Čeprav Fourierova vrsta ni vedno konvergentna, se da kljub temu

vsaka zvezna periodična funkcija f(x) aproksimirati s trigonometričnimi

polinomi, to je s polinomi takele oblike

s(x) — %, -- ca eix -- «., eix - a ežix - a, e-žis dt... dn einx - Xn e—inx

To trdi Weierstrassov izrek, ki se glasi: K poljubno majhnemu pozitiv-

nemu številu se je mogoče najti tak trigonometrični polinom s(x), da je

| £(x) — s(x) | < € za vsak x.

Ko smo tako našteli najvažnejše lastnosti periodičnih funkcij,

preidimo na guasiperiodične funkcije in si oglejmo, katere teh lastnosti

in v kakšnem smislu se dajo prenesti na le-te.

2. Definicija guasiperiodičnih funkcij. Najprej točno definirajmo

guasiperiodo kake funkcije f(x). Število 7 —7(e) je za funkcijo f(x)

guasiperioda k e>0, če je | f(x J--7) —1(x) | < e za vsak x. Od tod se
takoj vidi, da je vsota ali razlika dveh guasiperiod 7; in 7, k eg, guasi-

perioda k 2€. Velja namreč
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| (x -r, - 7) —tx|S|t(xa £7,-r)—t(x t7)|t

-- |E(x --7,))— (x) | < 2e

Isto je za diferenco 7,— ra.

Če bi imenovali guasiperiodično funkcijo tako funkcijo f(x), ki ima

k vsakemu € vsaj eno od nič različno guasiperiodo r, bi bila ta definicija

preširoka. Saj bi bila vsaka enakomerno zvezna funkcija že guasi-

periodična, ker za te funkcije vedno eksistira zadosti majhen 7 s to

lastnostjo. Da bomo prišli do prave definicije, se spomnimo zgoraj

omenjene lastnosti periodičnih funkcij, da je namreč na vsakem intervalu

dolžine p vsaj ena perioda. Podobno lastnost moramo zahtevati od guasi-

periodičnih funkcij.

(I). Zvezno funkcijo f(x) imenujemo guasiperiodično, če moremo

najti k vsakemu pozitivnemu e neko tako dolžino L<<L(sE), da ima

funkcija i(x) na vsakem intervalu z dolžino L vsaj eno guasiperiodo

T —1 (8) k predpisanemu €. Pri poljubnem a je torej med a in a -- L vsaj

eno tako število rv, da je

[f(x --7) —1(3)| <a (3)
za vsak x.

Če nanesemo vse guasiperiode k danemu s na številsko premico,
dobimo neskončno množico točk, ki so relativno goste v tem smislu, da

ni med njimi poljubno velikega razmaka. V splošnem pa ne tvorijo

aritmetičnega zaporedja kakor pri periodičnih funkcijah.

Iz definicije (I) je takoj razvidno, da je vsaka periodična funkcija

tudi guasiperiodična. Vse periode so hkrati guasiperiode. Narobe pa

seveda ni res.

Izpeljimo sedaj nekaj najvažnejših lastnosti guasiperiodičnih funkcij.

a) Absolutna vrednost |£(x)| guasiperiodične funkcije je spet taka

funkcija. To se vidi neposredno iz definicije, saj je

|| £x --)|—|H(9) || S [f(x -)—1(4| < s.

b) Hkrati z f(x) je tudi Aft(x), če je A konstanta, guasiperiodična

funkcija, Imamo namreč | Af(xf 7) — Af(x)|< Ae in je vsaka guasi-

perioda k e za f(x) guasiperioda k Ag za Do
c) Vsaka guasiperiodična funkcija f(x) je za —co < x < co na obe

strani omejena. To lastnost, ki je za periodične funkcije očitna, dokažemo

takole: Po definiciji (I) določimo dolžino L za e —1. Na intervalu

0 S x SL je f(x) kot zvezna funkcija absolutno omejena, na primer

| £(x Ji < B. Za vsak x zunaj tega intervala lahko določimo guasiperiodo 7
JE da je —x <z< — x. L. To je mogoče, ker ima ta interval dol-
žino L. Potem je 0 < x. 7 < L in zaradi tega

[RA | S|f(x-a|-|i(x- )D—IxX|<B-1—A

ker je | f(x --7)—i(x)|< 1 in leži x - 7 na intervalu (0, L).

Iz pravkar dokazane lastnosti sklepamo, da je kvadrat guasipe-

riodične funkcije zopet guasiperiodična funkcija. Ker je povsod |i(x) | < A,

velja namreč

| (x - 7) — P(x || (x -r) £ (A|" |£(x -7) — (x | < 2 Ae
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Ta ocena pove, da je vsaka guasiperioda k e za funkcijo f(x) guasiperioda

k 2 Ae za kvadrat F'(x).

č) Ouasiperiodična funkcija f(x) je enakomerno zvezna na vsem

intervalu (—ce,co). To se pravi, k vsakemu s > 0 pripada tak š > 0, da je

| £(x.) — £(x,) | < €, kjer koli ležita x, in x,, če je le |x, —x,| <. Ker je
f(x) v vsaki točki zvezna funkcija, je gotovo na vsakem končnem inter-

valu enakomerno zvezna. Pa določimo po definiciji (I) dolžino L <— L(š €)

za še. Vzemimo sedaj interval (— 1, L -- 1)! Na tem je f(x) enakomerno

zvezna funkcija in je zato mogoče določiti tak 8 > 0, da je |4(x.) — i(x,)| <

< še za |x, —x,| < 8, kjer koli sta x, in x, na tem intervalu. Seveda
smemo tu vzeti 8 < 1. Naj bo sedaj x, zunaj tega intervala! Določimo,

kar je mogoče, guasiperiodo 7 —7 (še) tako, da je x,-- 7 na intervalu

(0, L). Če je |x, —x,| < š, leži gotovo x, J- 7 med —1 in L - 1. Po-

tem pa je

| £(x2)— t(xx) | S |H(x£ 7) — t(x)| - | (x, £ 7) —I(x)|

-- |f(x, - 7) — f(x, - r)| < e

ker je razdalja točk x, --7 in x, -- z manjša od Š in ležita obe med —1

in L--1, rpa je guasiperioda k še.

Enakomerna zveznost funkcije f(x) pove, da se izraz f(x f r) — i(x)

zelo malo spremeni, če 7 nekoliko povečamo ali pomanjšamo. Od tod pa

lahko sklepamo, da eksistira na vsakem intervalu dolžine L cel interval

širine 8, ki ima vse točke za guasiperiode funkcije i(x). Za poljuben

m < 8 pa vsebuje vsak interval širine 8 vsaj en večkratnik števila n. Tako

smo dobili izsledek:

K vsakemu ce > 0 je mogoče najti neki L in Š> 0 tako, da ima za

poljubno izbran pozitiven n < Š vsak interval dolžine L vsaj eno guasi-

periodo 7(e), ki je večkratnik števila n, torej v <— m s celim n.

To dejstvo bomo uporabili pri dokazovanju tele pomembne lastnosti

guasiperiodičnih funkcij:

d) Vsota dveh guasiperiodičnih funkcij F(x)— H(x) — g(x) je tudi

guasiperiodična funkcija.

Tu gre za to, da najdemo skupne guasiperiode funkcij f(x) in g(x).

Kajti če je | f(x -- 7) — t(x)| < e in | g(x --7) — g(x) | < s, velja

| F(x -- 7) — FA) | S |H(x -£ 7) — (| £ [g(x £ 7) —g(9|< 2e

in je potem skupna guasiperioda rt za vsoto F(x) guasiperioda k 2:.

Določimo k še ustrezni števili L, in 8, za f(x) ter L, in 8, za g(x).

Naj bo L večji izmed L, in L,, n pa manjši izmed 8, in 8,. Potem ima vsak

interval z dolžino L eno guasiperiodo 7; funkcije f(x) in eno guasiperiodo

Tg funkcije g(x), ki sta obe večkratnika števila n, torej z; —nmn in

Tg— nah. Diferenca 7; — 7x — (n,— n,)n — n« je tudi večkratnik številan

in velja | nn | —|7;— rg| < L, ker sta 7; in vg oba na istem intervalu

s širino L. Vzemimo sedaj vse možne take guasiperiode 7; in vg. Diference

T; —rg—nn so večkratniki istega n in vse so absolutno pod L. Zato jih

je le končno mnogo med seboj različnih. Vsi pari guasiperiod te vrste

razpadejo torej v končno mnogo razredov, če štejemo dva para ?;, Tg in

Vi, Ug v isti razred, ako je | 7; —7g| —|75—rg |. Iz vsakega razreda vze-
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mimo en par kot predstavnika tega razreda. Če je k različnih razredov,

dobimo tako k: parov r;,, T ,; Ti, Tgaj...; Tik, Vek. Naj bodo vsi ti z

absolutno pod 1. Trdimo sedaj, da je na vsakem intervalu dolžine L -- 21

vsaj ena skupna. guasiperioda za f(x) in g(x). Ker ima namreč interval

(al, a--1-EL) dolžino L, je na njem gotovo en par guasiperiod r;, 7g,

kjer sta 7, in 7g večkratnika števila n. Ker spada tudi ta par v enega

izmed razredov, n.pr. v p-ti razred, je |7, — vg| — | Tip —7gp| in od tod
Te ZE Tip — Tg Ugo. Izraz vrtvp pa je kot vsota oziroma diferenca dveh

guasiperiod k ž e guasiperioda funkcije f(x) k e. Zato je 475 71 skupna

guasiperioda k e za obe funkciji f(x) in g(x). Kerje a £I<r;<a -I-L

in | 7:p|< 1, leži res 7;Typ na intervalu (a,a - L--21). S tem pa je

naša trditev dokazana.

Lastnost d) lahko raztegnemo na vsoto poljubno mnogo guasi-

periodičnih funkcij. Ker so periodične funkcije tudi guasiperiodične,

dobimo za ta primer iz d), da je vsota periodičnih funkcij v splošnem

guasiperiodična funkcija.

Produkt dveh guasiperiodičnih funkcij f(x) in g(x) je guasiperiodična

funkcija, kar takoj uvidimo, če ga pišemo v obliki

£(x)g(x) — 4lH(x) £ g(x)]" — li) — gla";

Vsota i(x) -- g(x) in razlika f(x) — g(x) sta po prejšnjem guasiperiodični

funkciji, kvadrata (f-- g)" in (f— g)? pa potem tudi.

e) Limita f(x) enakomerno konvergentnega zaporedja guasiperiodičnih

funkcij f,(X), f2(X), fs(X),... je zopet: guasiperiodična funkcija.

To dejstvo dokažemo takole: f(x) je zvezna funkcija, ker je limita

enakomerno konvergentnega zaporedja zveznih funkcij. Izberimo si sedaj

tako naravno število n, da je |f(x) —i,(x)| < še za vsak x od — oo do

-- oo, To je mogoče, saj je f(x) limita zaporedja fn(x). Ker je f,(x) guasi-

periodična funkcija, se da dobiti taka dolžina L, da ima vsak interval

s to dolžino vsaj eno guasiperiodo 7 funkcije f,(x) k š e, torej | f(x -- 1) —

— 1,(x) | < še. Sedaj pa je

|E(x -£ 7) — (x) | S |fn(x - 7) —5(x) | |i(x £0)—Ext0|4

[H(x) — lx) | < e

Torej isti 7 je guasiperioda k e za limitni (x).

Gornjemu izreku moremo dati tudi obliko: Vsota enakomerno kon-

vergentne vrste guasiperiodičnih funkcij je guasiperiodična funkcija.

Imenujmo splošno trigonometrični polinom vsak takle izraz:

s(x) — > a, ek

Na desni je vsota končno mnogo sumandov za različne realne ), ki ni

treba, da so v razmerju celih števil. e!%: je periodična funkcija. Zato je
s(x) kot vsota periodičnih funkcij vedno guasiperiodična funkcija. Vsaka

funkcija f(x), ki se da enakomerno aproksimirati s trigonometričnimi

polinomi, je guasiperiodična funkcija. Vzemimo namreč zaporedje po-

zitivnih števil e,, e,, €;,..., ki limitirajo proti nič: en —0. Iz navedene
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lastnosti funkcije f(x) dobimo, da pripada k vsakemu s, tak trigono-

metrični polinom s;(x), da je povsod | 4(x) — s,(x) | < en. Torej konvergira

zaporedje teh polinomov s,(x) enakomerno proti f(x). Ker so trigono-

metrični polinomi guasiperiodične funkcije, velja po pravkar dognanem

izsledku isto za limitni f(x). S tem smo želeno dokazali. Ena izmed glavnih

nalog, ki si jo.je H.Bohr zastavil v teoriji realnih guasiperiodičnih

funkcij, pa je bila dokazati obratno lastnost: Vsaka guasiperiodična

funkcija se da enakomerno aproksimirati s trigonometričnimi polinomi.

Ta izrek leži mnogo globlje in dokaza ne moremo prinesti v tem

kratkem članku.

3. Srednja vrednost guasiperiodičnih funkcij. Naj bo f(x) guasi-

periodična funkcija. Dokazali bomo, da vedno eksistira limita izraza

T

J(T) mi | tesax (4

kakor koli. gre T preko vsake meje. Limitno vrednost zaznamujemo

z M 44(x)) in je torej
T

M (169) — Lim, J i(s)dx, T (5)

Izraz J(T) pomeni srednjo vrednost funkcije f(x) na intervalu (0, T). Zato

je M4t(x)) v nekem smislu srednja vrednost funkcije za vse x.

Dokažimo sedaj eksistenco te limite! Iz definicije konvergence vemo,

da J(T) limitira, če je mogoče k vsakemu ec > 0 najti tak T, > 0, da je

bi l [,7, 1eax— 7. [ roda
T, T,

o o

za vse T, in T,, ki so večji od T,. Da bomo prišli do takega T,, ocenimo

najprej diferenco

< e (6)

T aIT

] resa — [ieaax (7)
o

kjer je spodnja meja a poljubna. V ta namen poiščimo funkciji f(x)

k še guasiperiodo 7, ki leži med a in a -- L. Pišimo sedaj diferenco (7)

v obliki
T T.$£T TAT 7

| resa — [ redax 4 [iegax— | t(x)dx
a-T

Ker je 7 —a<L in |f(x)|S A za vsak x, sta zadnja dva integrala
absolutno pod AL. V drugega pa vpeljimo x -- 7 namesto x. Potem bo

imel tudi ta meji 0 in T. Če ga združimo s prvim, moramo integrirati
izraz f(x) — f(x -- v). Iz pomena števila z pa imamo |f(x - 7) — f(x)| <
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< še in je torej diferenca prvih dveh integralov v gornjem izrazu
absolutno pod še T. Skupaj velja torej ocena

a£Tše

l 1 (1] renax— 1] sedax
(0) a

2AL
<ber — 8se (8)

in je neodvisna od spodnje meje a. Sedaj pa postavimo v izraz (7) po
vrsti za a vrednosti 0, T, 2T,..., (n— 1)T, Če vse tako dobljene izraze

seštejemo in upoštevamo oceno (8), dobimo po delitvi z nT:

T

z]
o

nT

teodx— 7 [ 1tddx | <še-t za (9)

Naj bosta sedaj T, in T, dve števili v racionalnem razmerju, ki sta večji

od T,, torej je n,T,— n,T,. Po oceni (9) se J(T,) razlikuje od J(n,T,) za

manj od še - 2 AL/T.. Isto velja za J(T.) in J(n,T,). Ker pa je J(n,T.) —

— J(n,T,), se razlikujeta J(T,) in J(T,) za manj od e - 4 AL/T,. Če

izberemo T, tako velik, da je 4 AL/T, < s, je za dve taki števili T, in

T, že izpolnjena neenačba (6) z 2e na desni strani. Tu sta bili T, in T,

v racionalnem razmerju, zaradi zveznosti integrala pa velja neenačba (6)

splošno. Tako smo dokazali, da res eksistira limita (5). Prav tako je

seveda tudi
T

Lim zli f(x)dx— M4t(x)), To>coo (5")
čir

kar uvidimo takoj iz ocene (8), če pišemo v njej 2 T namesto T in

postavimo a ——TT.

Kako velik T je treba vzeti, da daje integral (4) srednjo vrednost

do natančnosti e? Na to vprašanje nam odgovori -neenačba (9), ki velja

za vsak celi n. Če n večamo preko vsake meje, dobimo

T

(z 1e9dx— MIC) <šet peč

Za T > 4 AL/e da izraz (4) srednjo vrednost M 4f(x)) do natančnosti €.

Če je i(x) navadna periodična funkcija, kaj je v tem primeru njena

srednja vrednost? Naj ima f(x) periodo p. Ker je vseeno, kako gre T

v neskončnost, vzemimo T <— np in naj raste celo število n preko vsake

meje. Vrednost integrala periodične funkcije je neodvisna od spodnje

meje, če ima integracijski interval širino periode. Zato je vrednost

integrala v mejah od 0 do np enaka n-kratni vrednosti integrala v mejah

(0, p), torej

1 fe nf 1[15 ] ionax— 7, [ rogax — [ regdx
o o [6]

o
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Če raste n preko vsake meje, limitira leva stran proti srednji vrednosti.
Od tod dobimo za periodično funkcijo

M 41(x)) < p | redax (10)

Izračunajmo še srednjo vrednost eksponencialne funkcije es kjer

je 4 realen. Ker je nedoločeni integral te funkcije e'%/ia, je

Me" — Lim (e"— /iAT —0 (11)

saj števec e"To z absolutno ni večji od 2. To velja seveda za2-«-0.
Zal —0 je e""—1 in M(I) <1.

Neposredno iz definicije imamo tele lastnosti srednje vrednosti:

a) Srednja vrednost vsote dveh funkcij je vsota srednjih vrednosti
obeh sumandov: M 4i(x) -- g(x)) — M 4i(x)) -- M 4g(x)).

b) Za konstanten A je M4 Ai(x))— AM4i(x)?.

c) Če zaporedje guasiperiodičnih funkcij f,(X), f2(X), f4(X),... enako-
merno konvergira proti f(x), je Lim M 4fn(x))— M 41(x)).

Pri zadosti velikem n je namreč | R,(x) | —| (x) —1,(x) | < se za vsak
x. Iz definicije (5) pa je razvidno, da je |M 41(x))|< se, če je povsod

|f(x)] < e. Od tod imamo | M4R,(x))| —| M (4(x)) — M 41n(x))| < e. Torej

je res LimM 4f,(x))< M41(x)) za n>o.

4. Fourierovi koeficienti in Fourierova vrsta guasiperiodične funk-

cije. Ker je hkrati z f(x) tudi i(xje > za poljuben realen 2 guasipe-
riodična funkcija, eksistira :njena srednja vrednost, ki jo zazna-

mujmo z a(4:
T

a(4) — M (f(mje") — Lim z J i(xje "dx, Tao (12)

(6)

Vsak tak 4, pri katerem je a(4) <0, imenujemo Fourierov eksponent,

pripadajoči a(A) pa Fourierov koeficient guasiperiodične funkcije f(x).

Če je funkcija f(x) periodična, vzemimo jo kar s periodo 2vr, je za 2—n

tudi f(x)e"" periodična funkcija in po formuli (10) imamo

27

a(n) — kli j i(m)e"" dx — a, (12")
24

(0)

torej Fourierov koeficient v navadnem smislu.

Za vsak 4 je srednja vrednost a(4) natančno določeno število.

Izredno pomembno za našo teorijo pa je dejstvo, da ima guasiperiodična

funkcija f(x) kvečjemu števno neskončno mnogo eksponentov. Torej a(4)

je kvečjemu za števno mnogo vrednosti 2 od nič različen.
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To dokažemo takole: Vzemimo nekaj takih števil 4,, %,... Ax, za
katere je pripadajoči koeficient a(4)-<0. Tvorimo trigonometrični polinom

s(x) — Š a(l)e", 154, ip... da (13)

kjer se sumacija nanaša na vse izbrane2. Izraz |f(x) — s(x)|? je tudi
guasiperiodična funkcija in ima zato neko srednjo vrednost, ki očitno ni

negativna, saj je srednja vrednost funkcije, ki ni nikjer negativna. Je pa

[AG] — s(x) f' — li) — s(s)] IP") — s'(x)] — 4(x)6'(x) —
polna (x) > (AE — (x > a(A)e?" k. > > 1%) a gu)e EW:«

V vseh vsotah zavzameta 4 in w zgoraj izbrane eksponente 2,,%,... x.

Zaradi lastnosti a) imamo

M4| (x) — s(x) P?— M4 4x) P — Za'(UM U(m)eč" —

— Zali) M (Pe) -- Z Za(ia'() M(e in,

Ker je M (tuje —al(), M4f'(x Be —a'"'(A) in M4 else: x—O0 za
A dey ter —1 za A —u, dobimo

>. (4) P—M4|i(x) P)— Mi) —s(x (14)
in od tod

|a(2,) F -- la(4) Pt... [a(i) PS MUHA B (15)

Iz te neenačbe spoznamo takoj, da je kvečjemu števno mnogo 4, ki imajo

koeficient a(4) -<0. Ker ima desna stran določeno končno vrednost C,

je samo končno mnogo takih a(4), namreč manj od C, ki so absolutno

večji od 1. Zaznamujmo ustrezne eksponente, urejene po velikosti,

z dy, Aa, ... Ar, kjer je r < C. Če bi bilo takih 4 več, bi takoj prišli v proti-

slovje z neenačbo (15.) Prav tako pa vidimo, da je samo končno mnogo 4

te zaznamujmo, urejene po velikosti, z 4,41, 2r.,2,...As, pri katerih leži | a()|

med š in 1. Isto velja za tiste 2, kjer je |a(4)| med ž in 3. Če tako

nadaljujemo, bo prišel očitno vsak od nič različen a(4) sčasoma na vrsto.

Torej je res takih eksponentov 2,, 44, 43,... kvečjemu števno neskončno

Said] Seveda imata v splošnem dve različni funkciji različne ekspo-

nente A.

Če sedaj formalno tvorimo vsoto > a(d)e'", ki se nanaša na vse
Fourierove eksponente 4—2,, —%, —)g,... funkcije f(x), imenujemo to

vrsto Fourierovo vrsto guasiperiodične funkcije f(x), ne glede na to ali

je vrsta konvergentna ali divergentna. Pripadnost vrste funkciji f(x)

zapišemo v obliki ,

4X

ix) - > al(ie"%, 452,54— is... (16)

Tudi če vrsta na desni konvergira, še ni rečeno, da je njena vsota

ravno (x).

. " Z zvezdico je tu zaznamovana konjugirano kompleksna vrednost, na primer
£"(x) < u(x) —iv(x), če je f(x) < u(x) -t iv(x).

41



Pri periodični funkciji f(x) se njena Fourierova vrsta ujema s Fourie-

rovo vrsto v navadnem smislu. To ni samo ob sebi umevno, pač pa kaj

lahko dokažemo. Naj ima f(x) kar periodo 2%. Že zgoraj smo spoznali,
da se za Z celo število koeficient a(4) ujema s Fourierovim koefi-

cientom a, Iglej enačbo (12")l. Dokazati je le še treba, da je za vsak

drug 2 pripadajoči a(4) enak nič. V formuli

2n4r

B h 1 [ —ihx
a(4) — Lim —— | f(x)e dx

2na
o

smemo vzeti za n celo število. Integral na desni, ki ima meje 0 in 2 na,

razstavimo v vsoto n integralov z mejami (0,2%), (27, 44),...

[2(n— 1), 2 na]. Če vpeljemo v te integrale novo spremenljivko tako,

da je potem spodnja meja nič, dobimo

21% 27

j (jeTE dx—li pet ,,, er ji t(x)e ax
oo

Faktor pri integralu na desni je vsota geometričnega zaporedja, ki jo

lahko pišemo v obliki (1 —e "4/1 —e""%).Ker 4 ni celo število,
e a 1. Koeficient a(Z) dobimo, če gornji izraz delimo še z 2nna in

večamo n preko vsake meje. Ker limitira kvocient (1 ner, [2 na
proti nič za n —co, je res a(4) —0. Fourierova vrsta v novem smislu je

za periodične funkcije ista kakor Fourierova vrsta v navadnem smislu.

Tu so Fourierovi eksponenti 2 nz z n—0,--1, t2,... in tvorijo aritme-

tično zaporedje. Iz izreka o enoličnosti razvoja v Fourierovo vrsto lahko

sklepamo,. da je tudi narobe vsaka guasiperiodična funkcija, katere

eksponenti tvorijo aritmetično zaporedje, periodična funkcija.

Ti izsledki kažejo, da je mogoče tudi guasiperiodično funkcijo

v nekem smislu razstaviti na sama harmonična nihanja. Pripadajoče

frekvence pa niso v tako preprosti zvezi kakor pri periodičnih funkcijah.

Za eksponente ,, 4, 45,.... smemo namreč vzeti poljubno števno množico,

celo tako, ki je povsod gosta za —oo<4< co. V vsakem primeru je

mogoče najti guasiperiodično funkcijo, ki ima te Z za Fourierove ekspo-

nente. Kajti če izberemo koeficiente a(A) tako, da je vrsta > a(4)e""
enakomerno konvergentna, je njena vsota guasiperiodična funkcija, ki

ima eksponente 2, in nobenega drugega. To vidimo takoj od tod, ker je

srednja vrednost enakomerno konvergentne vrste guasiperiodičnih funk-

cij vsota srednjih vrednosti posameznih členov. Vrsta > ali)e" pa je
očitno enakomerno konvergentna, če postavimo kar a(2,) — 2" za vsak n.

5. V tej zvezi se vsiljujejo razna vprašanja. Prav gotovo ni Fourie-

rova vrsta za vsako guasiperiodično funkcijo konvergentna, saj ni že

v periodičnem primeru. Toda ali Fourierova vrsta sama, čeprav mogoče

ni konvergentna, določa funkcijo f(x), to se pravi, ali moreta imeti dve

guasiperiodični funkciji isto Fourierovo vrsto? Diferenci f(x) — g(x) dveh

guasiperiodičnih funkcij pripada Fourierova vrsta, ki jo očitno dobimo

tako, da formalno odštejemo vrsto funkcije f(x) od vrste funkcije g(x).
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Diferenca dveh funkcij z isto Fourierovo vrsto ima zato vse Fourierove

koeficiente nič. Odgovor na gornje vprašanje daje potem tale izrek:

Če ima guasiperiodična funkcija f(x) vse Fourierove koeficiente a(4)

nič, je.f(x) — 0 za vsak x.

Od tod imamo takoj izrek o enoličnosti razvoja v Fourierovo vrsto.

Dvema različnima guasiperiodičnima funkcijama pripadata vedno

dve različni Fourierovi vrsti.

Iz neenačbe (15), ki velja za poljubno mnogo Fourierovih koeficientov

a(4) funkcije f(x), sklepamo, da je vrsta

la, F -tla, PF tla, -£..., ax—a(h)

ki se nanaša na vse eksponente 4;,%, 25, ... funkcije f(x), konvergentna,

saj ima samo pozitivne člene in so njene delne vsote navzgor omejene.

Tudi v limiti velja, da njena vsota ni večja od srednje vrednosti

M4|4(x) "X. Če Fourierova vrsta funkcije f(x) enakomerno konvergira

proti f(x), torej s(x) — f(x), kjer je s(x) trigonometrični polinom (13),

potem je tudi M4 |f(x) — s(x) |?$ —0. Razlika med desno in levo stranjo
v neenačbi (15) pa je ravno M4 | f(x) — s(x) PY. Zato je v tem primeru

|a, |? --|a, Pla, -...<M4lim P) (17)

če se na levi razteza vrsta na vse Fourierove koeficiente funkcije f(x).

Naravna je sedaj domneva, da velja enačba (17) v vsakem primeru.

Izkaže se, da je res tako.

Za periodično funkcijo f(x) zaznamujmo Fourierove koeficiente z %,,

n —0, tl, ž£2,... Enačba (17) preide v tako imenovano Parsevalovo
enačbo

27

[oo|?-Hle, |? az Pb elek ana? (Imata

ki velja pri zelo splošnih pogojih, saj niti ni treba, da je funkcija i(x)

zvezna, da le eksistira integral na desni. Zato imenujemo tudi za guasi-

periodično funkcijo f(x) enačbo (17) Parsevalovo enačbo.

Izrek o enoličnosti in Parsevalova enačba sta ekvivalentna v tem

smislu, da sta ali oba veljavna ali oba neveljavna. Vzemimo namreč, da

je enačba (17) pravilna. Če je f(x) taka guasiperiodična funkcija, ki ima
vse Fourierove koeficiente a(4) <0, dobimo iz (17), da je M4|i(x)9 —0.

Od tod pa ni težko dokazati, da je identično f(x) <0. Tudi narobe izhaja

iz izreka o enoličnosti Parsevalova enačba. Dokaz pa je v tem primeru

bolj zamotan.

Izrek o enoličnosti leži precej globoko. Doslej poznamo že mnogo

različnih dokazov, ki so pa vsi preveč komplicirani za naš članek.

Za konec si še oglejmo Fourierovo vrsto v nekem posebnem primeru.

Spoznali smo že,:da more imeti guasiperiodična funkcija za eksponente 4

še zelo poljubno števno množico števil. V periodičnem primeru tvorijo 4

aritmetično zaporedje, v splošnem pa so poljubno posejani. Vzemimo

sedaj tako guasiperiodično funkcijo f(x), pri kateri so ti eksponenti vsi

med seboj linearno neodvisni. Tu imenujemo realna števila 2;,%,45,...,
ki jih je lahko končno ali neskončno mnogo, linearno odvisna, če je med

njimi kaka zveza z obliko

nA, n,A, --... -- nkAk —0 (18)
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kjer so n,, m,... nx cela števila, ki niso vsa enaka 0. V enačbi (18) je

samo končno mnogo izmed gornjih števil 2. V nasprotnem primeru, ko

take zveze ni, so 2,, 4, 43,.... linearno neodvisni. Tu je enačba oblike (18)

mogoča le, če so vsi np — 0. Tako sta n. pr. števili 1 in e (osnova naravnih

logaritmov) linearno neodvisni, ker ni nikdar n, t ne —O0, saj bi bilo

v nasprotnem primeru e racionalno število. Če so 2,, 45, 43, ... linearno

neodvisni, med njimi očitno ni števila 0, ker bi bila sicer enačba (18)

izpolnjena s poljubnim n, in n, — n;, —... — na —0.

Naj bo torej f(x) taka guasiperiodična funkcija, pri kateri so

eksponenti 2,, Z, 4g, .... linearno neodvisni. Ustrezne Fourierove koetfi-

ciente zaznamujmo z a;,a,..., tedaj a, <—a(2r). Naj bo splošno a —|a|e?

kjer je v. smerni kot kompleksnega števila a. Koeficientu a, pripadajoči

v naj ima indeks k, torej vk. Funkcija

k(x) —1 - š(e—" - e") —1 - cosx

ni nikjer negativna. Vzemimo sedaj nekaj eksponentov 2,, %,...2, in

tvorimo produkt

K;(Xx) — I[k(4x --v), r—i, 2,...,n

kjer je v; koeficientu ar; pripadajoči smerni kot. Če razvijemo K;(x),

dobimo

K,(x) —1 8 DE 5 €? 4 R,(x) (19)

Vsota na desni se razteza na A — 4,, — %,, — --. — 4, Rna(x) pa je trigono-

metrični polinom z obliko > c, k ah Eksponenti 4 so tu bodisi števila
dy, ho... kn, bodisi vsota ali diferenca dveh ali več izmed teh števil. Ker

so dj, ho, 43, ... linearno neodvisni,.ni nobeden od teh eksponentov 2 enak

0 ali —4,, —2,, —23,.... Zato je za vse te 2 vedno M 4i(x)e"")— 0. Od
tod imamo po znanem pravilu za srednjo vrednost vsote ;

M ti()K,(x)) —8/(|a,| las]... las)

Tu smo upoštevali, da je M 4f(x)) —0, ker 4 —0 ni Fourierov eksponent

funkcije i(x) in je zato pripadajoči koeficient enak 0. Nadalje je

M St(x)eč?k< e—ir) — avreč"k —|ax/. Imamo pa povsod |i(x)| S A in
K,(x) Š 0. Velja tedaj ocena

| MU(x)K,(x)) | S AM(Kr(x))

kar se takoj vidi iz definicije srednje vrednosti. Enačba (19% pa da

M 4K,(x)$ —1, torej je

|a,| -|a.|--.../a,|<24

Ta ocena pove, da je vrsta a, - a, -- a; ... absolutno konvergentna in

je zato Fourierova vrsta funkcije 1(x)
ih ža, ia, :

ae "irae?j-ae?L.

enakomerno konvergentna. Njena vsota je taka guasiperiodična funkcija,

ki ima iste eksponente in koeficiente kakor f(x). Po izreku o enoličnosti

Fourierove vrste je ta vsota ravno f(x). Tako smo dobili izsledek:

Vsaka guasiperiodična funkcija, pri kateri so Fourierovi eksponenti

linearno neodvisni, se da razviti v enakomerno konvergentno Fourierovo

vrsto.
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TOPOLOŠKA KLASIFIKACIJA ZAPRTIH PLOSKEV

A. VADNAL

1. Uvodna pojasnila

V naslednjem bomo obravnavali geometrične figure: telesa, ploskve,

črte in točke v tridimenzionalnem evklidskem prostoru.

Okolica poljubne točke x prostora je vsako telo, v katerem je

točka x notranja točka. Okolica poljubne točke x ploskve je vsak lik,

ki leži na tej ploskvi in v katerem je točka x notranja točka. Okolica

poljubne točke x črte je vsak interval, ki leži na tej črti in v katerem

je točka x notranja točka.

Vzemimo dve poljubni geometrični figuri A in B. Figuro A eno-

lično preslikamo ali transformiramo v figuro B, ako

priredimo vsaki točki a figure A po eno točko b figure B; pri tem

imenujemo točko b sliko točke a in točko a prasliko točke b.

Denimo, da je transformacija taka, da ima vsaka točka b figure B v figuri

A neko prasliko; ako priredimo vsaki točki b figure B njeno prasliko

v figuri A, tedaj transformiramo figuro B v figuro A. Ta transformacija

je prvotni transformaciji obratna. Transformacija je obratno

enolična, ako je sama enolična in ako je njej ustrezna obratna

transformacija tudi enolična.

Transiormacija figure A v figuro B je zvezna v določeni točki

a figure A, ako eksistira v vsaki okolici O (b) točke b, ki je slika točke

a, vsaj ena okolica O (a) točke a, katere slika leži v okolici O (b). Trans-

formacija figure A v figuro B je zvezna, ako je zvezna v vseh točkah

figure A.

Transformacija figure A v figuro Bje topološka, ako je obratno

enolična in obenem s svojo obratno transformacijo zvezna. Potemtakem

je transformacija figure A v figuro B topološka, ako je obenem s svojo

obratno transformacijo enolična in ako prevede vsako okolico poljubne

točke v okolico njene slike.

Topološko transformacijo figure si moremo včasih ponazoriti z

ustrezno deformacijo figure; pri taki deformaciji pa ne sme nikjer priti

do kakega pretrganja figure ali pa do zgnetenja več točk v eno točko.

Tako je n.pr. mogoče topološko transformirati polno kocko v polno

kroglo; tej transformaciji ustreza pregnetenje kocke v kroglo. Vsaka

deformacija pa seveda ni topološka transformacija! Tako n.pr. lahko

pregnetemo polno kroglo v poln torus; ta transformacija pa nikakor ni

topološka, ker ni zvezna, saj moramo v kroglo napraviti luknjo. Pa tudi

vsake topološke transformacije v tridimenzionalnem evklidskem prostoru

ne moremo realizirati s kako deformacijo! Tako moremo n. pr. zavozlano

zanko topološko transformirati v krožnico, nikakor je pa ne moremo

v tridimenzionalnem evklidskem prostoru razvozlati s kako deformacijo

brez pretrganja. Razlika med zavozlano zanko in krožnico je namreč

v tem, kako sta obe sklenjeni krivulji vloženi v prostor.

Dve geometrični figuri, ki ju moremo transformirati drugo v drugo

s kako topološko transformacijo, sta homeomorfni. Homeomorfne

so n. pr. naslednje figure: polna krogla, kocka, poln stožec, polna piramida

in vsako polno telo, ki nima nobene luknje. Nadalje so tudi homeomorfne
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naslednje figure: poln svitek, poročni prstan, polna krogla z eno ročko

in vsako polno telo, ki ima samo eno luknjo.

Pri topološki transformaciji se nekatere lastnosti geometrične figure

spremenijo, nekatere pa ne. Spremenijo se predvsem oblika in metrične

lastnosti figure. Tiste lastnosti figure, ki se pri topoloških transformacijah

ohranjajo, imenujemo topološke invariante. 'Topološke inva-

riante so n. pr. sklenjenost zanke, zaprtost ploskve, dimenzija figure itd.

Med najvažnejšimi nalogami topologije je ugotavljanje topoloških

invariant in dokazovanje njih invariantnosti, nadalje ugotavljanje in

dokazovanje homeomorfnosti ali nehomeomorfnosti dveh geometričnih

figur itd. Geometrične figure je mogoče klasificirati v posamezne razrede

homeomorfnih figur tako, da sta po dve nehomeomorfni figuri v različnih

razredih. Topologije ne zanimajo metrični odnosi geometričnih figur in

zato tudi ne pozna nobene metrike. Zaradi tega je s topološkega vidika

prav vseeno, kakšne so metrične razsežnosti geometričnih figur. Homeo-

morfnost igra v topologiji podobno vlogo kakor skladnost v elementarni

seometriji. Kakor ne razlikujemo z vidika elementarne geometrije sklad-

nih figur, tako ne razlikujemo s topološkega vidika homeomortnih figur.

V naslednjem bomo obravnavali geometrične figure z vidika njihovih

topoloških lastnosti, ne upoštevajoč pri tem, kako so te figure vložene

v tridimenzionalni evklidski prostor. S tega vidika n. pr. ne bomo razli-

kovali navadnega svitka od enkrat ali večkrat zavozlanega svitka.

Oglejmo si še en proces, ki je v topologiji izredno važen: identi-

fikacijo! MIdentifikacijo geometričnih figur imenujemo proces, pri

katerem identificiramo dve ali več figur, ki jih imamo po identifikaciji

za isto figuro. Nazorno si identifikacijo ponazorimo z zlepljenjem identi-

ticiranih figur. Ako v geometrični figuri identificiramo dve ali več njenih

točk, črt ali ploskev, dobimo neko novo figuro, ki se očividno od prvotne

figure topološko razlikuje. Ako identificiramo vse točke krožnice nekega

kroga, dobimo kroglo (ploskev). Ako identificiramo v kvadratu dve

nasprotni stranici, dobimo plašč valja; ako v tem plašču zopet identi-

ficiramo oba roba, dobimo torus (ploskev).

Ploskev je zaprta, ako ima vsaka njena točka vsaj eno okolico,

ki je homeomorfna notranjosti kroga. Zaprta ploskev ima samo notranje

točke, nima pa nobene robne točke. Primeri zaprtih ploskev so: površje

krogle, kocke, torusa in vsakega realnega telesa. Kljub temu, da so

zaprte ploskve zelo raznolike, jih je vendarle že uspelo s topološkega

vidika klasificirati in jih sistematično urediti v posamezne razrede

homeomortfnih zaprtih ploskev.

Ker bomo v naslednjem obravnavali samo ploskve, bomo z do-

ločenim izrazom za geometrično figuro imenovali površje te figure.

V naslednjem torej pomeni krogla krogelno ploskev, kocka kockino

površje itd.

2. Fundamentalni mnogokotniki nekaterih zaprtih ploskev

Zaprte ploskve študiramo s pomočjo fundamentalnih mno-

gokotnikov, ki ustrezajo tem ploskvam. V naslednjem bomo na

enostavnih primerih pokazali, kako dobimo določeni zaprti ploskvi

ustrezni fundamentalni mnogokotnik.
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