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rosr-ss OBZORNIK ZA MATEMATIKO 1INFIZIKO.x..5

OSNOVNI POJMI TEORIJE INFORMACIJ

RAJKO JAMNIK

(Fakulteta za agronomijo, gozdarstvo in veterinarstvo, Ljubljana)

Teorija informacij je najmlajša veja verjetnostnega računa. Za njeno

rojstvo lahko štejemo izid dveh sestavkov, ki jih je objavil C. E. SHANNON

leta 1948 pod naslovom »A mathematical theory of communication«. Shannonovo

delo je sicer v matematičnem oziru, nepopolno, toda kljub temu nadvse po-

membno. Spada namreč med tista razmeroma redka dela, ki utirajo nove poti.

Res se je nova teorija v nekaj letih po izidu teh dveh sestavkov matematično

utrdila in razširila. Posebne zasluge pri tem imajo B. MeMillan, A. Feinstein,

J. L. Doob, A: J. Hinčin in A. N. Kolmogorov, da naštejemo le nekaj imen. Tako

je teorija informacij po desetih letih svojega razvoja že prav pomembna ma-

tematična zgradba z veliko praktično vrednostjo. V našem, zgolj informativnem

sestavku bomo mogli očrtati le del njenih temeljev in na kratko skicirati njene

najpreprostejše uporabe.

1. Entropija

Dan naj bo popoln sistem dogodkov

Aj, Ar. 3 An (1)

torej taka množica dogodkov, da pri vsakem poskusu nastopi natančno eden

od njih. Pri metanju kovanca n. pr. tvorita popoln sistem dva dogodka: dogodek,

da pade grb, in dogodek, da pade številka.

Naj bodo znane še verjetnosti dogodkov v sistemu (1):

Pi, Pose. Pn (2)

Ker je sistem popoln, je seveda p, ft p, --... -- p, — l. Dogodke (1) in njihove

verjetnosti (2) združimo v verjetnostno shemo

A, A,... A,

čin (m. PE B.J s,
Pri metanju kovanca, ki smo ga omenili zgoraj, je verjetnostna shema

A, A,

A — ( 0,5. 0,5 )
S shemo A je v verjetnostnem smislu natančno opredeljen neki poskus.

Tega bomo tudi označevali z A, besedi shema in poskus pa uporabljali kot
sinonima.

Oglejmo si poskus A! Če v shemi A ni gotovega dogodka, je pred poskusom

nemogoče vnaprej napovedati, kateri izmed dogodkov popolnega sistema (1)
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bo nastopil. Shemi A je torej lastna neka nedoločenost. Ta nedoločenost je pri

različnih shemah različna. Naj bo n. pr.

(AM Aa . ka B, B,

nodi KE čo) pim či OI, ()
Pri poskusu A je izid povsem negotov, pri poskusu B pa je skoraj gotovo, da

bo nastopil dogodek B,. Torej je nedoločenost sheme A večja od nedoločenosti

sheme B. Primerjajmo še shemi

(An AN v. poo (Bi Ba. Bio h

NJU 05)? s bi ini) 6)
V obeh shemah nastopajo samo dogodki, ki so med seboj enako verjetni, toda

v drugi shemi jih je petkrat več kot v prvi. Zato je laže predvideti izid pri

poskusu A kot pri poskusu B in je potemtakem nedoločenost sheme A manjša

od nedoločenosti sheme B.

Pri zgledih (4) in (5)) smo lahko brez težav ugotovili, katera izmed shem

je bolj nedoločena. V primeru

se TI AM B, B, B,
A — k. 6h (5 0,25 io) me bi 0,4 0,2 (0)

pa to ni več mogoče. Če hočemo primerjati tudi nedoločenost takih shem,

moramo uvesti mero za nedoločenost sheme.

Priredimo torej vsaki shemi A neko število H (A), ki bo merilo njeno

nedoločenost! H (A) je funkcija sheme A. To funkcijo bomo najprej definirali

za sheme, v katerih so vsi dogodki enako verjetni. Na primeru (5) smo videli,

da je za take sheme iskana funkcija odvisna le od števila dogodkov. Če je

v shemi A število dogodkov k, je torej H(A) — H (k). Funkcija H (k) pa naj

zadošča še naslednjim pogojem:

I. Na primeru (5) smo videli, da je med shemami, v katerih so sami med

seboj enako verjetni dogodki, najbolj nedoločena tista, v kateri je največ

dogodkov. Zato mora biti funkcija H (k) strogo naraščajoča; za poljubni naravni

števili m in n torej velja:

H(m)<H(n) <—> m<n (1)

II. Naj bo

a-(( sb) B-(( PoE

P P...P a dA...d

shemi A in B pa naj bosta med seboj neodvisni! Tedaj je verjetnost v dogodka

AiB;, da se zgodi v shemi A dogodek A; (i<— 1,2,..., m) in hkrati v shemi B

dogodek B; (j< 1,2,...,n), enaka v — p.g. Dogodki AjB; tvorijo novo shemo,

ki jo imenujemo produkt shem A in B in jo označimo z znakom AB. V pro-

duktu AB je m.n enako verjetnih dogodkov. Zaradi relacije (7) mora torej

biti H(AB) >H(A) in H(AB)>H(B). Med H (A), H(B) in H(AB) pa lahko

predpišemo še natančnejšo zvezo: Očitno je realizacija sheme AB ekvivalentna

hkratni realizaciji shem A in B in je zato

H(AB)— H(A £H(B) (8)
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To zahtevo lahko zapišemo tudi v obliki:

H (mn) < H(m) -H (n) (9)

Če postavimo v formuli (9) m — n <— 1, dobimo H (1) -<2H (1) in od tod

H (1) < 0. Tako tudi mora biti: Če je v shemi en sam dogodek, je ta dogodek

gotov; shema ni nedoločena in mora biti mera za njeno nedoločenost enaka nič.

Iskana funkcija H (k) mora biti torej strogo naraščajoča in mora zadoščati

pogoju (9). Edina funkcija, ki ustreza postavljenim zahtevam, ima obliko

H (k) — Clogk (10)

kjer je C pozitivna konstanta.!

Vrednost konstante C v definiciji (10) je odvisna od izbire logaritemskega

sistema in od tega, v kakšni enoti merimo nedoločenost. V teoriji informacij se

navadno uporablja logaritemski sistem z osnovo 2, za enoto nedoločenosti pa se

vzame nedoločenost sheme z dvema enako verjetnima dogodkoma. Po tem

dogovoru je

1—< H(2) < Clog,2—C.

Potemtakem je nedoločenost sheme A s k enako verjetnimi dogodki enaka

H (k) <— log, k »dualnih enot«.?

Ker je v shemi A k enako verjetnih dogodkov, lahko smatramo, da vsak

dogodek enako prispeva k nedoločenosti sheme. Na vsakega izmed njih odpade

prispevek

k-i]og k — — k-ilog k"! — — plog p (11)

Zdaj pa lahko mero za nedoločenost sheme tudi takole tolmačimo: Če ima

dogodek A; verjetnost p, mu pripišimo nedoločenost

H (A) — —logp

ki jo imenujemo zaradi fizikalnih analogij? entropijo dogodka A;. Za količino

H (Aj) vemo, kakšne vrednosti more zavzeti in s kakšno verjetnostjo; torej

je H (A;) slučajna spremenljivka na shemi A. V našem primeru je ta slučajna

spremenljivka očitno enakomerno porazdeljena. Izračunajmo njeno srednjo

vrednost MH (A):

MH(A) —< —plogp—plogp—...—plog p —< — k.plogp

Če to srednjo vrednost primerjamo z relacijo (11), vidimo, da je srednja vrednost

M H (A;) entropij vseh dogodkov v shemi enaka meri za nedoločenost sheme

H (A):

H(A) < MH(A) (12)

Zato bomo količino H (A) odslej imenovali entropijo sheme A.

1 Primerjaj vprašanje 3 v Obzorniku V/2 in odgovor v 'Obzorniku VI/2!

> To enoto imenuje Shannon »bit«, kar je okrajšava za »binary digit«.

3 Po Boltzmannu je entropija stanja fizikalnega sistema proporcionalna loga-

ritmu njegove verjetnosti.
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Relacija (12) nam kaže smer, v kateri lahko razširimo definicijo entropije

na poljubne sheme. Naj bodo v shemi

A— (z obeša

Pi P2... Pn

verjetnosti p,, P,,..., Pn kakršne koli, da je le njihova vsota enaka 1. Dogodku

A; pripišimo entropijo

H(Aj) <—logpi (i— 1,2,...,n)

Srednjo vrednost slučajne spremenljivke H (A;)

n

H (A) — —X pilog pi (13)
isl

spet imenujemo entropijo sheme A in jo vzamemo za mero nedoločenosti sheme.

Funkcija H (A) v splošnem primeru ni več odvisna le od števila dogodkov,

ampak jo določajo verjetnosti dogodkov v shemi:

H(A) <H(p,, Pa, ..., Pn)

Videli bomo, da ima ta funkcija vse lastnosti, ki jih mora imeti mera za

nedoločenost.

1. Funkcija (13), je sestavljena iz členov oblike y — xloga. Funkcija

v < xloga je definirana in zvezna pri x> 0. Ker je razen tega

lim (x log x) —< 0
a->L-O

postavimo še y (0) — 0, pa je funkcija y definirana in zvezna za vsak x — 0. Po

tem dogovoru je tudi funkcija (13) zvezna na polju

O< ppsl (i—51,2,...,n)

Tako tudi mora biti, saj je očitno, da se nedoločenosti dveh shem malo raz-

likujeta, če so si njune verjetnosti blizu.

2. Na primeru (4) smo videli, da je shema pri enakem številu dogodkov

tem. bolj nedoločena, čim manj se med seboj razlikujejo verjetnosti njenih

dogodkov. Temu dejstvu ustreža naslednja lastnost funkcije (13):

Funkcija H (p,, Pa,..., Pn) ima največjo vrednost, če je

Pu 5ME..EM<N!

Da to uvidimo, upoštevajmo, da je funkcija H sestavljena iz samih kon-

veksnih členov. Za vsako konveksno funkcijo f(x) in za poljubna pozilivna

števila a,,a,,..., da pa velja neenačba

f(mr! bo ai) < ni
isl i iib45 f (a)

1
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Če MENE da je a; — pi in f(x) — xlogx, ter upoštevamo, da je

p, bo pat... FE pn — l; dobimo:

f(nči)— n-ilogn"! < nr! x pi log pi — —n"H (p,, Pa, ..., Pn)
isl

Od tod sledi:

H(p,, 2,.... Pn) < logn — H (nči, nči,..., nči) (14)

in dokaz je končan.

3. Funkcija H zadošča tudi posplošeni zahtevi (8): Pri poljubnih, med

seboj neodvisnih shemah A in B je

H(AB)—H(A £H(B (15)

se Vie) in Be( pički)

P, Pa -..Pm di 42...dn

Verjetnost vij dogodka A;B; je enaka

Res, naj bo

vij —pidgi. (i5<1,2,....m; j<1l,2,...,n)

Tedaj je

mn

—H (AB)— s z vij log vij — Ž Ž vij log pi log gj)—
islj-i isljsl

ma

- Ž pi log pi gi -£ giloga; X pi — —H(A)—H(B)
isl jsl j<l i—1

in trditev je dokazana.

Zdaj pa opustimo zahtevo, da sta shemi A in B med seboj neodvisni! Če

označimo verjetnost dogodka B; pri pogoju, da se je zgodil dogodek A;, s gij,

je verjetnost vij dogodka A;B; enaka

Potem je

—H(AB)— ž x Pidii (log pi -- log gij) —
islj<

—— Pi log pi v] gij tt x piž gii log gij
isl jsl i<l j<l

Vsota X gij je za vsak i enaka 1, vsoto — Xi gij log gij pa lahko smatramo za
j . j

pogojno entropijo H (B/A;) sheme B pri pogoju, da se je zgodil v shemi A

dogodek A;. Tako je

H(AB)—H(A 3 Pi H (B/A)) (16)
i—1

Pogojna entropija H (B/A;) je slučajna spremenljivka v shemi A, saj vemo,

katerih vrednosti je zmožna in s kakšno verjetnostjo. Izraz

Ši pi H (B/As)
i—-l
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je očitno srednja vrednost te slučajne spremenljivke. Imenovali ga bomo pogojna

entropija sheme B glede na shemo A in označili z znakom H (B/A). Tako dobi

relacija (16) dokončno obliko

H(AB) —H(A) £H (B/A) (17)

Če sta shemi A in B med seboj neodvisni, je H (B/A) < H (B); v tem

primeru je enačba (17) identična s (15). Vselej pa je

H (B/A) < H(B) (18)

Relacija (18) se dokaže na podoben način kot (14), njena utemeljenost pa je

očitna: Nedoločenost poskusa B se prav gotovo ne poveča, če pred njim na-

pravimo poskus A.

Preostane nam še vprašanje, ali razen funkcije (13) še kakšna druga

funkcija zadošča zahtevam (7), (8), (14) in (17). Izkaže se, da ima vsaka funkcija

z zahtevanimi lastnostmi obliko

n

H (A) < —CŽ pilog pi
isl

kjer je C pozitivna konstanta.

2. Informacija

Napravimo poskus A, katerega izid ni vnaprej gotov! Shema A je imela

pred poskusom neko nedoločenost, po poskusu pa nedoločenosti ni več, ker vemo,

kateri izmed možnih dogodkov se je v resnici zgodil. Torej smo z realizacijo

sheme A dobili o tej shemi neko informacijo. Ker smo uvedli mero za nedolo-

čenost sheme, seveda lahko merimo tudi to informacijo. Označimo mero za

informacijo z znakom I(A) in jo na kratko imenujmo kar informacija! Očitno

je količina I(A) tem večja, čim bolj nedoločena je bila shema A pred poskusom,

to se pravi, čim večja je entropija H (A). Informacija I(A) mora biti potem-

takem strogo naraščajoča funkcija entropije. Najpreprosteje je, če vzamemo,

da sta obe količini med seboj proporcionalni:

I(A) — C.H(A) (19)

Ta dogovor je tudi najustreznejši: Z realizacijo produkta neodvisnih

shem A in B gotovo dobimo prav toliko informacije, kot če napravimo poskusa

A in B vsakega posebej. Torej mora biti

I(AB) < I(A) I(B)

Tej zahtevi pa dogovor (19) res zadošča, saj je

I(AB) <C.H(AB)< C[|H(A) -H(B)]<C.H(A $C.H(B) <I(A -I(B)

Faktor C v definiciji (19) je odvisen od tega, kakšno enoto izberemo za

informacijo. Če se domenimo, da bomo merili informacijo v isti enoti kot

entropijo, je C <— 1, informacija, ki jo dobimo z realizacijo sheme A, pa je enaka

entropiji sheme.
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Zdaj si pa vzemimo shemi A in B! Shema B ima nedoločenost H (B). Če

pred poskusom B napravimo še poskus A, je zaradi relacije (18) H (B/A) < H (B).

V skrajnem primeru je poskus B povsem določen z izidom poskusa A in je

zato H(B/A) — 0. Vso možno informacijo o shemi B dobimo zdaj že s po-

skusom A, obenem pa ima razlika H(B)—H (B/A) največjo možno vrednost

H (B). V nasprotnem skrajnem primeru, ko sta shemi A in B med seboj ne-

odvisni, pa se pogoji poskusa B ne spremene, če pred njim napravimo poskus A.

O shemi B ne dobimo zdaj s poskusom A nobene informacije. Obenem pa je

tu H (B/A) —< H (B) in zato H(B)—H (B/A) <— 0. Tako vidimo, da je v shemi A

tem več informacije o shemi B, čim večjo vrednost ima razlika

I(B/A) < H(B)—H (B/A) (20)

Količino I(B/A) imenujemo zato kar informacijo o shemi B v shemi A.

Zveza .(20) med entropijo in informacijo nas spominja na odnos med

potencialom in napetostjo. Potencial je funkcija kraja brez neposrednega fizi-

kalnega pomena; pač pa ima fizikalni pomen razlika potencialov, torej napetost.

Prav tako je entropija nekako od zunaj vnesena mera za nedoločenost sheme,

njen pomen pa je prav v dejstvu, da lahko z njo po formuli (20) številsko

izrazimo vpliv poskusa A na poskus B. Pojem informacije I(B/A) je torej

nekako aktivnejši od pojma entropije. Sicer pa tudi entropijo H (B) lahko de-

finiramo kot največjo informacijo, ki jo je mogoče dobiti o shemi B.

Oglejmo si še neko lastnost informacije I (B/A)! Iz relacije

H(AB)— H(A - H(B/A)<—H(B) - H (A/B)

sledi, da je

H(B) —H(B/A) < H(A)—H (A/B)

Izraz na levi strani zadnje enačbe je informacija o shemi B v shemi A, izraz na

desni strani pa je informacija o shemi A v shemi B. Zato lahko pišemo

I(B/A) — I(A/B) (21)

Povezanost med dvema shemama je torej simetrična: V vsaki izmed njih je

enako mnogo informacije o drugi.

Pojem informacije nam bo postal bolj domač, ko si ogledamo tale primer:

Na kupu je 40 kovancev enake vrednosti. Med temi je en kovanec po-

narejen, in sicer tako dobro, da se razlikuje od pravih le po nekoliko manjši

teži. Ponarejeni kovanec torej lahko poiščemo s tehtanjem. Najpametneje je,

če pri tem uporabljamo enakoročno tehtnico, ker na njej ne potrebujemo uteži,

ampak lahko primerjamo kar kovance med seboj. Ugotoviti je treba, koliko.

tehtanj je na taki tehtnici najmanj potrebnih, da v vsakem primeru ugotovimo,

kateri kovanec je ponarejen. »V vsakem primeru« pravimo zato, ker je v naj-

boljšem primeru možno, da ugotovimo kovanec že s prvim tehtanjem: Izberemo

si n. pr. dva kovanca in ju primerjamo na tehtnici; če tehtnica ni v ravnovesju,

je gotovo lažji kovanec ponarejen.

Skraja moramo vzeti v poštev, da je vsak izmed 40 kovancev lahko po-

narejen. Opraviti imamo tako s 40 enako verjetnimi dogodki, ki naj tvorijo

shemo B. Entropija te sheme je H (B) < log 40. To nedoločenost je treba od-

praviti z zaporednimi tehtanji: Poljubno tehtanje imenujmo poskus A;. Pri tem
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poskusu so možni trije izidi: ali je težja desna stran tehtnice ali leva ali pa

sta obe strani v ravnovesju. Zato je po formuli (14):H (A;) < log 3. Vzemimo,

da smo izvršili k tehtanj! Za vsako izmed njih je H(A;) < log3(i— 1,2,...,k).

Če upoštevamo še formuli (17) in (18), ugotovimo, da velja za entropijo sestav-

ljenega poskusa A, A,... A; neenačba

H(A,A,...Ax) < klog3

Da bo naša naloga rešena, moramo s tehtanji dobiti vsaj toliko informacije,
kolikor znaša nedoločenost sheme B. Torej mora biti

H(B)<H(A,A,...Ax)

Če vstavimo v to relacijo rezultate, ki smo jih ugotovili zgoraj, dobimo, da

mora biti log 40 < klog 3 oziroma

PA log 40 x 3,36

log 3

Ker je k celo število, moramo potemtakem tehtati najmanj štirikrat.

Pojma entropije in informacije pa nam ne pomagata le do tega rezultata,

ampak nam tudi kažeta, kako se je treba naloge lotiti, da jo s štirimi tehtanji

v resnici rešimo. |

Vsako tehtanje mora biti tako, da dobimo iz njega največjo možno infor-

macijo. Iz te zahteve najprej sledi, da moramo na tehtnici zmeraj primerjati

enako število kovancev. V nasprotnem primeru je izid že vnaprej gotov in je

tehtanje povsem.odveč. Ker je entropija strogo naraščajoča funkcija števila

dogodkov, moramo tehtanje izvršiti tako, da bodo vselej možni vsi trije izidi.

To pomeni, da je treba kovance, ki pridejo v poštev, vselej razdeliti v tri

skupine: Če bi jih razdelili le v dve in ti dve skupini primerjali ta tehtnici,bi

bilo namreč ravnovesje izključeno. Vse tri skupine morajo imeti zaradi lastno-

sti (14) kar najbolj enako število kovancev.

Zdaj je pot razumljiva brez razlage: Najprej razdelimo kovance v skupine

po 13, 13 in 14 novcev. Obe prvi skupini primerjamo na tehtnici, zadnja pa

ostane. Če je tehtnica v ravnovesju, je ponarejeni novec v skupini s 14 kovanci,

sicer pa v eni izmed prvih dveh. Vzemimo slabši primer, da je ponarejeni

kovanec v večji skupini! Teh 14 novcev razdelimo v skupine po 5,:5 in 4 ko-

vance. Spet vzemimo slabšo možnost, da je ponarejeni kovanec v skupini

's 5 novci! To skupino razdelimo na 2, 2 in l novec in naj bo ponarejenec spet

v večji skupini. S četrtim tehtanjem pa potem res ugotovimo, kateri izmed

prizadetih dveh kovancev je ponarejen.

3. Entropija markovskih verig

Za uporabo pri vprašanjih telekomunikacij, ob katerih je teorija informacij

dejansko nastala, doslej opisana sredstva še ne zadoščajo. Vsi dosedanji pojmi

so se nanašali na poskus, torej na neki trenutni akt. Dogajanja pri prenosu

obvestil pa' potekajo v času in se s časom spreminja tudi njihov verjetnostni

značaj, skratka, ta dogajanja so verjetnostni ali — tako jih tudi imenujemo —

stohastični procesi. Zato je nujno, da razširimo: osnovne pojme teorije informa-

cij tudi na te objekte.
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Najpreprostejši verjetnostni proces je homogena markovska veriga.! Ta

shema je zaporedje poskusov s končnim številom možnih izidov, pri čemer so

verjetnosti izidov v poskusu z indeksom k odvisne od tega in samo od tega,

kakšen je bil izid poskusa z indeksom k—l (k — 2,3,4,...).

Definirajmo zdaj entropijo homogene markovske verige! Veriga naj ima

stanja A,, A,,..., An; verjetnosti teh stanj naj bodo p,,P,,..., Pn, prehod iz

stanja v stanje pa naj karakterizira matrika prehodnih verjetnosti pi; (i, j <

—1,2,...,n)! Matrika prehodnih verjetnosti je pri homogeni verigi seveda
konstantna. Med verjetnostmi p; in prehodnimi verjetnostmi pij velja zveza

n

Pi — X Pi Pij (22)
isl

Če je veriga v stanju Aj, tvorijo njeni prehodi v stanja A; (j— 1,2,...,n)

končno shemo
A, A,... An

(s Pi2 Ni)
n

H; —< — pij log pij
j<i

Entropija te sheme

je odvisna od indeksa i in jo lahko vzamemo za mero informacije, ki jo dobimo,
če gremo v markovski verigi od stanja A; za en korak naprej. Količina H:, ki

je popolnoma analogna entropiji posameznega dogodka v končni verjetnostni

shemi, je slučajna spremenljivka na množici možnih stanj dane markovske ve-

rige. Srednjo vrednost te slučajne spremenljivke:

n n n

H — —XpiHi — — XXpi pij log pij (23)
ici isjisi.

imenujemo entropijo markovske verige. Količina H karakterizira verigo v celoti
in jo lahko smatramo za srednjo vrednost informacije, ki jo dobimo,če gremo

v verigi za en korak naprej. Iz definicije (23) vidimo, da je entropijo H mogoče

izračunati, če so znane verjetnosti pi; in prehodne verjetnosti pjj.

Markovske verige, s katerimi ima opraviti teorija informacij, niso le homo-

gene, ampak zadoščajo poleg tega še Bernoullijevemu zakonu velikih števil:

Če je število s zaporednih prehodov v verigi dovolj veliko, je verjetnost, da se

relativna frekvenca mi/s dogodka A; poljubno malo razlikuje od njegeve ver-

jetnosti pi, poljubno blizu 1. Pri poljubnem ce > 0 in 8 > 0 velja torej pri dovolj

velikem s neenačba P [| (mi/s) —pi| > 6) <e

Verigo s to lastnostjo imenujemo ergodijsko.

Množico s zaporednih prehodov v verigi lahko pišemo v obliki niza

C5 A; k A;, ANJA Aj

kjer so i,, i,,..., is števila iz zaporedja 1, 2,..., n. Verjetnost takega niza je

p(C) — pi . DO EI Pi di

Pri homogenih verigah verjetnost p (C) ni odvisna od tega, kje v verigi se niz

nahaja. sina

4 Glej članek »Verige in procesi Markova«, Obzornik VI/2!
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4. Prenos sporočil s telegrafom

Omenili smo že, da je nastala teorija informacij ob problemih telekomuni-

kacij. V tej točki bomo na kratko očr'ali najpreprostejši problem te vrste —

vprašanje kodiranja.

Telekomunikacijski sistem je sestavljen v bistvu iz petih delov: izvora

informacij, oddajnika, kanala, sprejemnika in naslova. V izvoru informacij na-

staja sporočilo, ki naj ga sistem posreduje naslovu. Sporočilo je lahko zaporedje

črk (pri telegrafu), funkcija časa (pri telefonu in radiu), funkcija kraja in časa

(pri črno-beli televiziji), lahko pa je še bolj komplicirano. Oddajnik sprerneni

sporočilo v primeren signal. (Pri telegrafu je signal zaporedje krajših in daljših

tokovnih sunkov, pri telefonu električni tok spremenljive jakosti, pri radiu pa

visokofrekventno elektromagnetno valovanje, modulirano z zvočno frekvenco.)

Kanal je sredstvo, po katerem potuje signal od oddajnika do sprejemnika. (Pri

telegrafu in telefonu je kanal žica, pri brezžičnem prenosu pa kar prostor.)

Sprejemnik spremeni signal spet v sporočilo, naslov pa je oseba ali reč, ki ji je

sporočilo namenjeno.

Od vseh telekomunikacij je edino pri telegrafu sporočilo diskretna mno-

žica. Z našimi sredstvi so nam torej dostopni le problemi pri telegrafskem

prenosu.

Pri telegrafskem prenosu je sporočilo pisan tekst, recimo v slovenskem

jeziku. V njem nastopa 25 črk slovenske abesede in presledek med besedami,

torej v celoti 26 znakov. V verjetnostnem smislu je tekst zaporedje poskusov.

V vsakem od njih lahko nastopi eden izmed 26 dogodkov: ali ena od črk

a,b,c,....,ž ali presledek. Ti dogodki niso vsi enako verjetni. Znano je, da

nastopa v slovenskem besedilu črka o zelo pogosto, črka f pa prav poredko.

Verjetnosti vseh znakov lahko določimo tako, da ugotovimo relativne frekvence

posameznih črk in presledka v kakem dovolj dolgem besedilu. Toda z relativ-

nimi frekvencami vseh znakov verjetnostni značaj teksta še ni dovolj natančno

popisan. Očitno je namreč verjetnost, da na določenem mestu v besedilu stoji

določena črka, odvisna od tega, katera črka stoji neposredno pred tem mestom.

Tako na primer za črko b precej pogosto sledi črka r, kombinacija bp pa je po

glasovnih zakonih slovenskega jezika nemogoča. Verjetnost, da za črko b

stoji črka p, je torej enaka nič, čeprav je verjetnost, da je črka p' kjer koli

v tekstu, precej velika. Na verjetnost, da stoji določena črka na določenem mestu

v tekstu, vplivajo tudi prejšnje črke in ne le zadnja pred določenim mestom.

(Ta vpliv izvira pri smiselnem besedilu iz vsebine teksta po slovničnih zakonih

jezika.) V prvem približku lahko vpliv prejšnjih črk zanemarimo in smatramo

tekst za markovsko verigo. Ta veriga je homogena in ergodijska.

Telegrafski oddajnik spremeni besedilo v zaporedje signalov, običajno

daljših in krajših tokovnih sunkov ter presledkov med njimi. Teh »elementarnih

signalov« je manj kot različnih znakov v tekstu. Vsakemu znaku v tekstu

ustreza zato neka kombinacija elementarnih signalov. Predpis, po katerem pri-

rejamo znakom v tekstu kombinacije elementarnih signalov, se imenuje ključ

ali koda, prirejanje pa kodiranje. Prvotnemu besedilu ustreza tako kodiran

tekst, dolžina katerega je v precejšnji meri odvisna od načina kodiranja.

5 Shannonova poenostavitev, da je tekst markovska veriga, na srečo ni prehuda,

ker ni bistvena. Poznejše preiskave (McMillan, Feinstein, Hinčin) so namreč pokazale,

da veljajo Shannonovi rezultati za vsak ergodijski tekst. Ergodijsko pa je besedilo

v resnici in ne le približno. Dokazovanje je v splošnem primeru seveda veliko

težavnejše kot pri markovski verigi.
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Vsekakor je z gospodarskega gledišča pomembno, da .je kodirani tekst čim

krajši. Očitno je namreč, da ima kanal omejeno propustnost, to se pravi, v ča-

sovni enoti more prevesti le določeno število elementarnih signalov. Propustnost

kanala se še zmanjša, če prenos ovirajo motnje. Tako pri določenem načinu

kodiranja ni mogoče poljubno skrajšati čas za prenos danega besedila. Uporaba

telegrafske linije pa je draga in v danih okoliščinah tudi časovno omejena.

Zato je vprašanje po najugodnejšem ključu res gospodarsko zanimivo.

Vprašanje je pravzaprav dvojno: 1. kako lahko s kodiranjem skrajšamo

tekst; 2. kolikšno je skrajšanje v najugodnejšem primeru.

Vzemimo najpreprostejši primer, da ima kodirano besedilo enako abecedo

kot prvotno, to se pravi, v obeh besedilih je enako mnogo različnih znakov

oziroma kombinacij znakov. Potem je odgovor na prvi del vprašanja vsaj na-

čelno zelo preprost: Skrajšanje dosežemo tako, da kodiramo znake, ki nastopajo

najpogosteje, čim krajše, daljše kombinacije v ključu pa prihranimo za znake,

ki imajo majhno relativno frekvenco.

Preden odgovorimo na drugi del vprašanja, moramo uvesti količine, ki

nam skrajšanje merijo. Vsakemu nizu C z s znaki v danem tekstu je prirejena

določena verjetnost p (C) in dolžina co (C) ustreznega niza v kodiranem tekstu.

Razmerje c(C)/s lahko smatramo za koeficient skrajšanja danega niza C.

Srednja vrednost tega razmerja

us—< st Xp(C)o(C)

(sumirano po vseh nizih z dolžino s) je srednje skrajšanje nizov z dolžino s.

Količino

u — lim sup us, S —> co

imenujemo koeficient skrajšanja danega teksta pri danem ključu in jo lahko

vzamemo za mero skrajšanja teksta pri danem ključu. Zanima nas, kakšna je

najmanjša vrednost količine vu, ki jo je mogoče doseči s primerno izbranim

ključem. Odgovor na to vprašanje nam daje naslednji izrek:

Če je entropija danega teksta enaka H in je m število različnih znakov,

ki v tekstu nastopajo, je natančna spodnja meja koeficienta skrajšanja pri

vseh mogočih ključih enaka H/log m.

Ker je log m največja možna entropija pri m različnih znakih, imenujemo

količino H/logm relativno entropijo danega teksta. Kot vidimo, je relativna

entropija določena z entropijo teksta in številom različnih znakov, ki v njem

nastopajo, ni pa odvisna od podrobne statistične strukture besedila.

Seveda je še vprašanje, kako naj dejansko sestavimo ključ, za katerega je

koeficient skrajšanja enak relativni entropiji teksta. Metodo sta izdelala 1949

Shannon in Fano. Prostor nam žal ne dovoljuje, da bi jo opisali.
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O METODI NAJMANJŠIH KVADRATOV
MILAN ČOPIČ

(Institut Jožef Stefan, Ljubljana)

Pri obdelavi merskih rezultatov naletimo pogosto na nalogo, da je treba

iz ranožice enačb izračunati neznanke, ki jih je manj kot enačb. Enačbam sploh

ni mogoče natančno ustreči; treba je poiskati tiste vrednosti neznank, ki se

enačbam »najbolje« prilegajo. Besedica »najbolje« pa je sama po sebi zelo

nedoločen pojm. Šele ko imamo kriterij, na podlagi katerega lahko ugotovimo,

katera izmed dveh vrednosti je boljša, lahko izdelamo metodo, s katero rešimo

omenjeni problem. Ena izmed takih metod je metoda najmanjših kvadratov.

Oglejmo si kriterije, na katerih ta metoda sloni!

Primer: Da določimo prožnostni modul žice, merimo podaljške s,, s,, s,,...,

Sn pri obremenitvah F,, F,, F,,..., F,. Hookov zakon pravi, da je F — ks. Če bi

to točno veljalo in če bi bile meritve absolutno natančne, bi za vsak par F;, s;

res veljalo F; — ks;. Koeficient k, iz katerega potem računamo prožnostni modul,

bi lahko izračunali iz katerega koli para. Toda zaradi neizogibnih naključnih

napak da v resnici vsak par malo drugačno vrednost k. Katera je »najboljša«?

Drugače povedano: kateri k je takšen, da bo enačbam F; — ks; »najbolje«

ustreženo, čeprav ne čisto natančno? Tu imamo n enačb (i < 1,2,3,..., n), toda

eno samo neznanko (k).

Prevedimo vprašanje na geometrijski jezik!

Vsaka meritev da po eno točko (F;, s). Katera premica te točke »najbolje«

povezuje? Za tistega, ki je navajen eksaktne geometrije, se vprašanje čudno

sliši. Tam je namreč premica določena že z dvema točkama. V eksperimentalnih

vedah pa sta običajno dve točki premalo; premica je zadosti natančno določena

šele z nizom točk.

Še ena opomba je potrebna, preden poskusimo rešiti ta problem z risa-

njem. Ker: je zelo težko dovolj natančno izmeriti dolžino neobremenjene žice

in nato določiti absolutne vrednosti podaljškov s; in ker nimamo nobene pravice

izbrati eno izmed meritev kot izhodišče, moramo v splošnem pisati našo

enačbo F; — k (z; — z,), kjer je z; kar odčitek na noniju pri obremenitvi F;,, z, pa

moramo šele določiti iz samih meritev. V diagram rišemo torej koordinate z;

v odvisnosti od obremenitev F;. Brž ko imamo diagram narisan, nam roka že

seže po trikotniku, s katerim potegnemo »na oko« premico skozi točke (F;, zi).

Kriterij, ki ga pri tem zavestno ali podzavestno uporabimo, je zahteva, da se

točke »čim bolje« prilegajo izbrani premici: Toda vprašanje je, ali smo s takim

približnim postopkom res izkoristili vso natančnost meritev, vse delo, ki je bilo

v meritve vloženo. Narišimo diagram v večjem merilu in uporabimo naslednji

postopek! Vse točke razdelimo v dve skupini: v prvi so točke, katerih z; je

manjši kot povprečni <z>, ki je enak (1/n) X;z;, v drugi pa so točke, katerih z;
Neva

Nove

eksperimentatorja. Pri tem pa je še zagotovljeno, da je vsota odmikov točk od

premice kar enaka nič, ako štejemo odmike v eno stran pozitivno, v drugo

pa negativno. Toda ta premica ni edina, pri kateri je ta pogoj izpolnjen. —

Ako hočemo še upoštevati, da so za določitev strmine skrajne točke niza

važnejše kot točke v sredini, lahko to dosežemo s tem, da pri iskanju težišč

obeh skupin pripišemo vsaki točki težo sorazmerno razdalji | zi — <z> |. Premica

skozi na ta način določeni težišči, ki jo nato še paralelno premaknemo tako,

da gre skozi skupno težišče vseh točk (F;, z;), ima to lastnost, da je vsota kvadra-
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tov razdalj posameznih točk od premice najmanjša. Taka rešitev je le ena!

Zadovoljili smo torej nekemu ekstremalnemu pogoju; zato smemo tako rešitev

imenovati »najboljšo«. Strmina premice določa k, odsek na ordinatni osi pa z,.

Našli smo torej tri postopke, kako z risanjem določimo iskane vrednosti k

in zo. Prvi postopek je najenostavnejši in se zato največkrat uporablja, zadnji

postopek pa praktično nikoli, ker je preneroden za risanje. Poskusimo izraziti

kriterije, kdaj se točke »najbolje« prilegajo premici, tako da lahko iz njih

izpeljemo metode analitično. Ako zahtevamo, da mora biti algebraična vsota

odmikov najmanjša, ne dobimo enolične rešitve, ker lahko vedno izberemo ne-

skončno premic, pri katerih je taka vsota enaka nič. Uporabna bi bila zahteva,

da mora biti vsota absolutnih vrednosti odmikov najmanjša. Toda tudi ta

metoda nam ne da vedno enolične rešitve in je poleg tega še zelo nerodna

v analitični obliki. Veliko laže računamo s kvadrati razlik; zato se je v nume-

ričnem računu udomačila le metoda najmanjših kvadratov, ki pa je, kot smo

videli, za risanje neprimerna.

Preden preidemo na njeno obravnavanje, poglejmo še nekaj primerov!

Poiskati hočemo začetno aktivnost in razpolovni čas radioaktivnega izotopa,

kateremu smo izmerili aktivnost v odvisnosti od časa, A (t;) — As exp (— 1).

Ako narišemo aktivnost A v odvisnosti od časa t na semilogaritemski papir, nam

strmina premice omogoča, da izračunamo razpolovni čas, odsek na ordinati pa

nam da začetno aktivnost. Teže rešimo grafično naslednji problem: nevtronski

fluks pg eksponencialne kope smo izmerili v točkah z;. Po teoriji mora veljati

9 (zi) < Asinh5(H— zi). Iščemo 6 in H, toda ker ne poznamo A, imamo

v resnici tri neznanke. Deloma si tudi tu lahko pomagamo s semilogaritemskim

papirjem ali pa iščemo neznanke s sukcesivnimi aproksimacijami, toda s tem

nam je že šla enostavnost grafične metode po vodi.

Risanje nas hitro privede do cilja, kadar lahko funkcijsko odvisnost

z uporabo posebnega papirja prevedemo v premico. V praksi je to zelo pogosto.

Ker so običajno grafične metode tudi dovolj natančne, se zato največkrat

uporabljajo pri obdelavi eksperimentalnih rezultatov. Še eno dobro lastnost

risanja je vredno omeniti: očitne napake veliko hitreje odkrijemo in odpravimo

kot pri kateri koli drugi metodi. Pomanjkljivost risanja pa je subjektivnost,

ker pač vsi ljudje niso enako kritični. Težnja po objektivnosti, predvsem pa

možnost reševanja sistemov enačb z modernimi računskimi stroji, daje danes

prednost numeričnim metodam, od katerih je — zaradi enostavnosti — naj-

važnejša metoda najmanjših kvadratov. |

Metoda najmanjših kvadratov je že zelo stara, saj izvira od Legendra,

Gaussa in Laplacea. Ti so postavili tri kriterije, iz katerih je možno izpeljati

metodo najmanjših kvadratov. V zadnjih stopetdesetih letih je bilo o metodi

mnogo napisanega, toda kriterijiso ostali isti. Uporabnost kriterijev in metode

same bomo najlaže spoznali, ako jih obravnavamo kar po vrsti. Najenostavneje

je, da povemo kar naravnost, tako kot zgoraj in tako kot je to storil. Legendre:

I. Najboljše vrednosti neznank so tiste, za katere je vsota kvudratov

razlik najmanjša.

Uporabimo ta kriterij na našem primeru prožnostnega modula. Kriterij

torej zahteva
n

x (F;— kz; -- kzo)? — min. (x, z0) (1)
i—li-

kjer je z indeksom (k,z,) označeno, da iščemo minimum izraza na levi strani

z ozirom na spremenljivki k in zo. Ako odvajamo (1) parcialno po k in po kzo
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ter postavimo oba odvoda enaka nič, smo s tem dobili dva pogoja, iz katerih

določimo k in z,, ki zadoščata zgornji zahtevi. Obe linearni nehomogeni enačbi

prav lahko rešimo in dobimo za k, ki nas predvsem zanima,

k — (n Ži zi F; — Ži zi Ši; F))/ [n Xi z? — (Xi zi)"] (2)

Z majhnim pregrupiranjem vsot lahko zapišemo rezultat v nekoliko bolj

prikladni obliki

k — X;, F; (z; —<z»)/ Ži zi (zi —<z)); <z> — (1/n) ži;z; (2)

iz katere takoj sledi geometrična konstrukcija metode najmanjših kvadratov,

ki smo jo omenili zgoraj.

Že enostavno razmišljanje pa nam pokaže pomanjkljivosti kriterija IL.

Dokler ne vemo ničesar o zanesljivosti posameznih meritev ali pa, ako smo pre-

pričani, da so vse meritve enakovredne, ne moremo postopku prav nič očitati.

Toda vzemimo, da je vrednost z; iz kakršnega koli vzroka nezanesljiva.

V enačbi (1) in torej tudi v (2) pa smo vse z; enako upoštevali. Ugodno bi bilo

vpeljati dodatne faktorje — »uteži«, ki bi upoštevali zanesljivost posameznih

meritev. Še bolj postane ta problem očiten pri našem drusem primeru, do-

ločanju razpolovnega časa iz merjene aktivnosti. Ako štejemo sunke vedno v

enakem intervalu 4t, bo število sunkov padalo s časom približno eksponencialno.

Zaradi statističnih fluktuacij, ki so sorazmerne kvadratnemu korenu iz števila

sunkov, bodo relativne napake, posebno če še upoštevamo ozadje, s časom močno

naraščale. Tako postanejo meritve po preteku nekaj razpolovnih časov lahko

popolnoma nezanesljive. Najti moramo kriterij, pri katerem lahko upoštevamo,

kako zanesljive so posamezne meritve. Že iz primera samega je razvidno, da

imamo tu opravka s statističnimi količinami, zato moramo najprej navesti nekaj

osnovnih pojmov iz verjetnostnega računa.

Ako merimo pod vedno enakimi pogoji neko količino y, bomo pri skoraj

vsaki meritvi dobili drugo vrednost. Obstaja torej skupnost vrednosti ( y ?in

meritev pomeni izbiro nekega y iz te skupnosti. Ako našo meritev zadostikrat

ponovimo, lahko določimo verjetnostno gostoto p(y) tako, da predstavlja

p (y) dy verjetnost, da bo rezultat kake meritve ležal med y in y - dy. Bolj kot

»najverjetnejša« vrednost y,, t.j. vrednost y, pri kateri ima gostota verjetnosti

absolutni maksimum, nas zanimata povprečna vrednost <y> in povprečni kva-

drat <y?), ki sta takole definirana:

<w> — [v pla) dv 8)

in

<a? — Pu plu) dv (4

V splošnem najverjetnejša vrednost y, ni enaka povprečni vrednosti <y>.

Izjemoma se pa lahko zgodi, da je y, — <y>; tako imamo n. pr. pri Gaussovi

porazdelitvi

P(y) dy — (1/24 0) exp [— (y — vp)'/2 o'] dy (5)

Definirajmo še povprečni kvadrat odmika o?

o? << (yy Ž — Kaj? >—<— <yo)iyI? (6)
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kar ustreza Steinerjevemu stavku v mehaniki.. Količino c imenujemo tudi

standardni odmik. Gaussovo porazdelitev smo že zapisati tako, da nastopa o

kot parameter porazdelitve.

Sedaj se lahko vrnemo k našemu drugemu problemu. Ako je število

sunkov dovolj veliko, tedaj je verjetnost, da dobimo pri neki meritvi N sunkov,

podana približno z Gaussovo porazdelitvijo. Vnaprej pa ne poznamo najverjet-

nejšega števila sunkov N,; pomagamo si tako, da gledamo na Gaussovo po-

razdelitev kot na porazdelitev odmikov AN od neke, sicer nepoznane vrednosti

N,. Ker so naše meritve aktivnosti med seboj neodvisne -— to, da merimo

aktivnost istega vzorca, medsebojne neodvisnosti meritev prav nič ne spremeni

— je verjetnost, da dobimo pri n meritvah N,,N,, N,,..., N,, sunkov, enaka

kar produktu verjetnosti p;(N;) dN;, torej sorazmerna exp (— Ži; AN/2 o3).

Verjetnost bo največja, kadar bo vsota kvadratov razmerij odmika proti stan-

dardnemu odmiku najmanjša. Najti moramo še, kakšni so odmiki. V toku naših

meritev pada aktivnost s časom eksponencialno, N, — N, exp (—11); ker me-

rimo v enakih časih At, je A — aN,, pri čemer smo predpostavili, da je 4t

majhen proti razpolovnemu času. Poleg tega vemo, da je povprečen kvadrat

odmika o; kar enak N;. Sedaj pa že lahko izračunamo, kdaj bo verjetnost

največja: poiskati moramo N,in 1 tako, da bo vsota X; (N; — N,;)?/N; najmanjša,

kjer je N,; — No exp (—1t).

Gornji postopek lahko posplošimo. Kriterij se sedaj glasi:

II. Najboljše vrednosti neznank so tiste, ki so najbolj verjetne.

To je Gaussov »kriterij največje verjetnosti«. Da pa smo iz njega lahko

izpeljali metodo najmanjših kvadratov, je bilo potrebno: Prvič, da smo že vna-

prej nekaj vedeli o verjetnosti, da nam bo neka meritev dala dani rezultat,

ali vsaj, da smo poznali porazdelitev odmikov od najverjetnejše vrednosti;

drugič, da so meritve med seboj stohastično neodvisne, kar po domače pomeni,

da rezultat ene meritve prav nič ne vpliva na druge meritve, zaradi česar je

verjetnost, da bomo pri n meritvah dobili dane rezultate, kar enaka produktu

verjetnosti posameznih meritev; in tretjič, da so porazdelitve odmikov od naj-

verjetnejše vrednosti Gaussove. Gornje predpostavke so zelo zahtevne, posebno

tretja vzbuja resne pomisleke proti splošnosti metode najmanjših kvadratov.

Tako je imela — in še ima — metoda najmanjših kvadratov mnogo nasprotni-

kov, ki so se najraje zataknili v postulat o aritmetični sredini, iz katerega je

Gauss izpeljal porazdelitev (5) ter preko nje metodo najmanjših kvadratov.

Postulat pravi: Ako je dano kakršno koli število enako dobrih, neposrednih

meritev M, M', M",... neke neznanke x, tedaj je najverjetnejša vrednost nji-

hova aritmetična sredina.

Postulat seveda ni splošen, ker vnaprej ne moremo trditi, da je edino

aritmetična sredina najboljša. V določenih primerih moramo uporabiti geome-

trično sredino; ako meritve niso enakovredne, pa ni uporabna ne ena ne druga.

Poleg tega mnogokrat sploh ne moremo govoriti o najverjetnejši vrednosti,

ker je bodisi ne poznamo ali pa je sploh ne moremo definirati pri nekaterih

porazdelitvah (n. pr. p (4y) — 1/24 za —a < 4y < a, drugje je pa nič). Tudi

zahteva po stohastični neodvisnosti meritev nam je včasih v napoto in bi se

je radi iznebili.Prva zahteva, da moramo poznati porazdelitev odstopanj, pa je

najhujša, ker zahtevamo veliko več, kot v resnici potrebujemo. Potrebna nam

je le neka ocena napak posameznih meritev in na koncu bi seveda tudi radi

vedeli, kakšne so napake neznank, ki smo jih dobili z metodo najmanjših kva-
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