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Obzornik mat. fiz. 24

AMS Subj. Class. (1970) 47 H 15, 47 H 05
P(x) = 0, kjer je P

Clanek obravnava posplofitev tangentne in sekantne metode na enalbe P
nelinearni operator med Banachovima prostoroma X in Y. Dokazana sta dva izreka o monotonem
vedenju zaporednih priblizkov v delno urejentih prostorih X in 7.

In this amd@ a g@mmhsmmn of the tangent and secant method for the equation P(x) = 0
is considered. Here P is a nonlinear operator between Banach spaces X and Y. Two theorems are
proved on monotone behaviour of successive aproximations in partial ordered spaces.

Cb je posebno v uporabni matematiki eden najpogostejSih problemov,
pa najsi gre za resevanje algebrajskih enacb, sistemov enacbh, diferencialnih enacb, inte-
gralskih enacb itd. Najpogosteje se primeri, da je taka enadba nelinearna, saj nastopi e
¢e hoCemo poiskati niclo kakega polinoma ali kake transcendentne enacbe.
7Za skalarne enacbe je bilo izdelanih mnogo razlicnih numericnih metod (nastajajo pa
Se danes), ki bolj ali manj uspeSno izracunajo dovolj natancen priblizek iskane resitve
(tangentna metoda, sekantna metoda, metoda zaporednih priblizkov itd.). Bralcu so te
metode verjetno znane, saj jih obravnavajo Ze v nekaterih srednjih Solah.

Ze davno so si zastavili nalogo, kako bi dobili podobne metode za splo¥neje enacbe:
sistem nelinearnih enacb, nelinearne diferencialne in integralske enacbe itd. VecCina metod
se je dala posplositi. Skoraj vse posplositve so mlajSega datuma.

Oglejmo si kar sploSen problem reSevanja operatorske enacbe

kjer je P nelinearen operator, ki deluje med B hovima prostoroma X 1n Y. Vzemim
najprej Newtonovo (tangentno) metodo, ki ima za skalarne enacbe f(x) = 0 obliko

x?i-{—l — Xn “_f{xﬁ>/ff{}:ﬁ}; n = . Eﬁ 2? se o (2}

Seveda se takoj vprasamo, kako bomo definirali odvod operatorja.
tu vzeti tako imenovani krepki ali Fréchetov odvod operatorja.

Najugodneje je

a. Naj bo A odpria mnoZica v Banachovem prostoru X in P poljuben operator

XvY. C@ absmja tak linearen, zvezen operator L: X — Y, da velja

lim || P(x +h) —P(x)—Lh||/llh] =0; heX, xecA
1] =0

m imenujemo L Fréchetov odvod operatorja P v dani tocki x € A, v znakih P
Ce v okolici reSitve x* enacCbe (1) obstaja Frechetov odvod in njegov inverzni operator,
7e lahko formalno zapiSemo iteracijski predpis oblike (2):

P'(x,)*P(xy) (3)

Xnper = KXp
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Na ta nacéin smo dobili tako imenovano Newton-KantoroviCevo metodo, ki jo je na ope-
ratorske enaCbe posplosSil L. V. KantoroviC (gl. [3]). Da se pokazati, da pri nekih pred-
postavkah zgornja iteracija konvergira z redom 2)* proti reSitvi x*. Izrekov, ki govorijo
o tej konvergenci, ne bomo navajali, ker so ze precej dolgo znani in izpopolnjeni (gl. npr.

[6], [4], ...).

Druga zelo znana metoda za skalarne enacCbe je sekantna metoda, ki ima obliko ([1]):

| JCtn) — f(xn1)]

xn — Xn_1

—1
f(x); n=0,1,2,... (4)

Xny1 =— Xp

Naziv te metode 1zvira iz geometrijske slike. Vzemimo, da imamo v ravnini (x, y) graf
funkcije y = f(x); potem je reSitev enaCbe f(x) = 0 ravno tista vrednost spremenljivke x,
kjer krivulja y = f(x) sede os x. Ce imamo dana Ze dva priblizka resitve x,_, in x,,
potegnemo skozi to¢ki (x,_1, f(x,_1) in (x,, f(x,)) premico — sekanto. Absciso tocke, v
kateri ta premica secCe 0s x, vzamemo za novi priblizek.

Posplositev na sploSne operatorske enaCbe je precej mlajsa, saj je nastala okrog 1. 1960.
Najprej si ogleyjmo, kako bi uvedli pojem diferenCnega kvocienta operatorja. Za ilustracijo
vzemimo preprost primer. Predpostavimo, da resujemo sistem dveh enacb z dvema ne-
znankama: f(u, v) =0, g(u, v) = 0, pri Cemer sta f in g dani zvezni funkciji dveh spre-
menljivk. Ce pifemo x = (u, v) ter P(x) = (f(u, v), g(u, v)), resujemo operatorsko enacbo
P(x) = 0, kjer operator P deluje v evklidskem prostoru RZ. Diferencni kvocient opera-
torja P, ki ga oznac¢imo z 6P(x, y), mora zadosCati enacbi

P(x) —P(y) = oP(x,y) (x —)

Ce bi iz te relacije hoteli izradunati operator 6P(x, y), opazimo, da imamo zanj le dve
obiCajni enacbi, OP(x, y) pa je matrika reda 2 X 2, se pravi, ima 4 neznane koeficiente.
Podobno imamo v primeru X = Y = R" za 0P(x, y) le n enaCb za n® neznanih elementov.

Pricakovati je, da so v poljubnih Banachovih prostorih Se veCje teZzave. Zgornjo ne-
doloCenost deloma odpravimo, Ce ob definiciji operatorja oP(x, y) zahtevamo Se nekaj
lastnosti, kot na primer linearnost, zveznost itd. Tako je nastalo nekaj razliénih definicij
diferenCnega kvocienta operatorja, ki pa so za resevanje operatorske enacbe nekako enako

uspesne. Ogleymo si primer diferenCnega kvocienta operatorja, ki ga je uvedel J. W.
Schmidt [5].

1.2 Definicija. Diferencni kvocient operatorja P v tockah x, y € D (P) je linearen, omejen
operator oP(x, y) : X — Y, ki ustreza pogojema |

a) P(x) — P(y) = 6P (x, y) (x — »)
b) || 0P(x, ) —6P(r, ) || S allx—z|| +bllx—y |l +bl|y—z]

kjer sta a in b nenegativni konstanti.

Naj opomnimo, da za dani operator P ne obstaja nujno njegov diferencni kvocient
OoP(u, v) niti ni vedno en sam (ob koncu bomo zapisali primer dveh ekvivalentnih dife-
rencnih kvocientov). | | |

Predpostavimo, da ima operator P v neki okolici resitve x™* enacbe (1) diferencni kvo-
cient v zgornjem smislu in zanj obstaja inverzni operator. Potem lahko zapiSemo posplo-
Sitev iteracije (4) -
Xnpr = Xn— OP (X, Xnt)P(xn); n=0,1,2,... . (5)

* Metoda konvergira z redom p, Ce eksistira okolica U reSitve x* in taka konstanta K, da za
vse priblizke x,, iz okolice U velja ocena: | x* — x| < K| x* — x,, |°.
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pri cemer moramo seveda poznati dva zacetna priblizka x_, in x,. Pri nekih predpostavkah
se da zopet dokazati konvergenca zgornjega zaporedja k resitvi x* z redom (1 + }/5)/2 ~1.61

({41 13D, ...).

V zadnjem razdelku bomo na zgledu ilustrirali zgornji m

2.

Ce spet vzamemo skalarno enaébo f(x) = 0, kjer je funkcija f v okolici re$itve x* kon-
‘V@ksm in je tam vrednost njenega odvoda pozitivna, lahko iz geometrijske slike razberemo,

Newtonovi metodi, velja: x*}‘ =

da za zaporedje priblizkov {x,}, dobljenih po I

g X1 Sxe all pa xo=x*F =002 x5 = x, = xy. Prioistih g @g@ﬁh dobimo za priblizke
{y.}, dobljene po sekantni metodi, naslednje inkluzije: ==y ;,,..._<...._; Vi =V =V
aliy s s=ypo=np=p=xr=... 2n=n=naipriy,=n=rp=y=..=x* =
.= Ve = Vs = ¥,. Podobno vedenje pﬁ blizkov opazimo tudi, ¢e je funkcija f konkavna.

Opisano m@m@ pribliZzkov bi opazili, e bi na primer izpisali priblizke za resitev enacbe

Zopet se pojavi vpraSanje, ali velja kaj podobnega tudi za operatorske enacbe. Pozi-
tiven odgovor bomo dobili e imamo v prostorih X in Y tudi relacijo delne urejenosti.
mdposmwh bomo, da sta Banachova prostora X in Y hkrati tudi delno urejena linearna
prostora. Se pravi: v njih imamo relacyjo delne urejenosti (refleksivno, antisimetri¢éno in
tranzitivno relacijo), ki je z linearno strukturo povezana z zahtevama:

a)yCejex =0inc>0,jecx =0,
b)éejex; =y;;i = 1,2, potem je x; + Xo = y;1 + Vs,

kjer so elementi x, x;, y; iz X (oziroma iz Y) in ¢ iz R. Pri tem bomo upombhah isti znak
za delno urejenost v prostoru X in v Y. | mm@ﬂ takih prostorov so nm‘ R" — n-dimen-
zionalni evklidski prostor z delno ureditvijo x = ynatankotedaj, kojex; =y, (i =1, ..., n),

potem C[a, b] — prostor zveznih funkcij z normo || f|| = max | f(x) | in relacijo delne
a<x<b

urejenosti f = g natanko tedaj, ko je f(x) = g(x) za vsak x € [a, b], itd.
Definirajmo nekatere lastnosti, ki jih operator P lahko ima ali ne.

1 Defin Naj bo operator P odvedljiv v Fréchetovem smislu v nekem obmodju
D=9 (P} = X; potem ima lahko katero od lastnosti:

(Al) P PW)y =P (u—v), uveD

(V} =P ()y(u—v); u,veD
0; xeX,uelbD

xeX,uelD

IV H___\/

Podobno definiramo analogne lastnosti z diferencnim

kvocientom operatorja.

diferencni kvocient oP(u, v) za poljubna elementa u

2.2 Definicija. Naj ima operator P
P lahko katero od lastnosti:

) < 9 (P

in v iz nekega @&maqa Yy < X, potem ima

Uy = 0Py, v)t = OP(u,, v)1;
Ve = OP(u, v)t = 0P(u, v)t; t=0
iy = OP (i, V)t = OP(us, v)t; ¢ =0, uy, sy, vED
Vs = OF W vi)t = oP(u, vo)t; ¢ =0, u, v, €D
xekX
xeX

, Uy, Uy, VE D

VIV

, Uy Vi, Vg € D

IAIA - IA A

U, v .

A H\/




Pri obiCajnih funkcijah imenujemo lastnost (A) konveksnost oziroma konkavnost,
lastnost (B) pa, da je odvod f'(x) pozitiven ali negativen. Pri tem je ocitno v neki okolici
reSitve vedno izpolnjena ena izmed vsake lastnosti, pri operatorjih pa ni nujno, da je sploh
katera 1zpolnjena. |

Sedaj Ze lahko preidemo k Studiju vedenja zaporednih priblizkov iz Newtonove metode
P(xn) +- P,(X,,) (-xn—;-l "‘“‘xn) =0, n=20, I,2,... (6)

2.3 Izrek. Naj bo operator P v neki okolici resitve x* enacbe (1) Fréchetovo odvedljiv
in ima eno od lastnosti (A) in (B); potem za vrednost operatorja na zaporednih priblizkih
dobimo :

a) ¢e velja lastnost (Al), je P(x,,,) =0; n=0,1,2,...
b) ce velja lastnost (A2), je P(x,.1) =0; n=0,1,2, ...

Za zaporedne priblizke pa dobimo dve vrsti vkljucitev:
c) ¢e velja (A1) in (B1) ali (A2) in (B2), dobimo

x*FE . =x, =

— a B

< x

» == 2§x1

d) c¢e velja (A1) in (B2) ali (A2) in (B1), dobimo

X1 E2X XS .. =, =

[— e o
[N,

= x*

Dokaz. Naj najprej velja lastnost (A1), potem dobimo 1z zveze (6)

0 = P(xn) +P/(Xn) (xn+1—-————xn) éP(xn) I P(xn+1)“wp(xn) —

= P (X n+1) = —pP ,(x n+1) (xn+2 — X "+1)

V tej oceni smo ze opazili trditev a) in Ce velja Se lastnost (B1), dobimo x,,; — x,., = 0,
Ce pa velja lastnost (B2), dobimo x,,; — x,.» = 0. Ce velja lastnost (A2), dobimo analogno

0 ; P(.x‘n_*_l) — P/(xn_f_jL) (xn—{—l o x!1+2)

od koder najprej sledi trditev b) ter pri lastnosti (B1) Se x,,; — xn0 = 0, pri lastnosti
(B2) pa sledi obratno x,,; — x,.. = 0.

Dokazati moramo le Se vkljulitev reSitve x*. Naj zopet velja najprej lastnost (A1),
potem dobimo spet 1z zveze (6)

0 = P(x*) — P(xn) — P'(xy) (Xyp1 — X0) = P'(xy) (X — x,) —
— Pl(_xn) (xm-l — xrz) — P/(xn) (X* T x?H—l)

Od tod sledi pri lastnosti (B1) x,,, — x* = 0, a pri lastnosti (B2) x,,.; — x* = 0. Ce velja
lastnost (A2), dobimo obratne relacije in sta tako verigi vkljulitev priblizkov v ¢) in d)
potrjeni.

Naj opomnimo, da je lahko zacetni priblizek x, neprimerljiv z reSitvijo x*, vendar se
priblizki od x; dalje Ze zaCno urejati v eni izmed oblik, ki smo ju zapisali zgoraj.

Dobro znano je: ¢e imamo realno monotono in omejeno zaporedje Stevil, potem to
zaporedje vedno konvergira. V splosnih normiranih prostorih (npr. v C[0, 1]) ni to ved
nujno res, zato moramo v takih primerih Se posebej prouciti konvergenco zaporedja pri-

blizkov.
Oglejmo si Se, kako je z monotonim obnasanjem priblizkov pri sekantni metodi

P(xn) -t dP(Xm xnwl) (xn+1 - xn) =0 (7)
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A) in (B)

T

Glede na to, kako izberemo zacetna priblizka x_, in x, in glede na lastnosti
dobimo dvanajst moznosti: povezimo jih v 1zrek:

2.4 Tzvek. Naj ima operator P v neki okolici resitve x* enacbe (1) diferencni kvocient

in po eno od lastnosti (A) in (B)Y. Potem dobimo za priblizke {x, }, dobljene po sekantni metodi

(7), naslednje moZnosti:

a) ée je
ali (A2)', (B2Y,i =1, velja

LS Xy =X S X =Xy =Xy 1N (wi}iP(Xn) = 0

——_—

x* =
b) e je x_1 = xo = x*, (—1)P(xy) =0, (—1)YP(x_,) =0 in pri (A1), (B2), i=0

ali (A2), (Bl1)',i =1, velja
XaEXEXRExN = =x% (—1)P0,) =0

II. periodicrno monotonost z vecino ¢lenov »levo« od resitve
a) fe je x_1 = xo = x* (—1YP(x_) =0, (—1)P(xe) =0 in pri
ali (A2Y, (B2)Y.,i =1, velja
X 1 SEX 2SS X=X x5 X

R

(—1)YP(x,) =0 (—1)'P(xn) =0

Xo, (—D'P(x_1) =0, (—1)'P(xo) = 0 in pri lastnostih
=1, velja

(A1), (B1),

1. periodicno monotonost z vecino clenov »desno« od resitve

a) fe je x* < xo = x_4, 0 = (—1)P(xy), 0 = (—1)YP(x_y) in pri lastnostih (A2), (B1),
=0 ali (A1), (B2),i =1, je

L E X=X =X S X=X

rmr—

(x2) =0

(x¢) in pri lastnostih

b) ée je x_; = x* = xo, (—1)'P(x_y)

i =0 ali (A1), (B2)Y,i=1,je

Xy =X =X =X ... S xTE L S X xS = xS x,

Dokaz. Dokazimo najprej naslednji trditvi:

Ce velja lastnost (B1)’, potem iz pogoja P(x) = 0 sledi x* < x (8)
Ce velja lastnost (B2), potem iz pogoja P(x) = 0 sledi x < x* 9)

Zares, zapisati moramo le definicijo diferencnega kvocienta operatorja P

OP(x, x*) (x — x*) = P(x) — P(x*) = P(x) = 0

od koder pri lastnosti (B1) sledi x — x* = 0, pri lastnosti (B2) pa x — x* = 0.
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Preverimo sedaj prvi del trditve 1. a) v zgornjem izreku, torej predpostavimo: x* < x, =
= Xx_1, 0 = P(x,), 0 = P(x_,); operator P ima lastnosti (Al)" in (B1)’. Najprej dobimo iz
iteracijskega predpisa prin = 0

OP(xo, Xx_1) (X1 — xo) = —P(x9) =0
kar nam zaradi (B1)" da x;, — x, = 0. Upostevaymo Se lastnost (Al)" v zvezi
0 = —P(xo) + 0P(Xo, X_1) (Xo — X1) = —P(xo) + 0P(xo, X1) (X0 — x1) = —P(x1)

ki nam po trditvi (8) da x* = x,. Torej ze velja prvi del trditve 1. a) pri » = 1. Privzemimo,
da velja ta trditev do indeksa » in dokazimo, da velja tudi pri indeksu n + 1. Najprej do-
bimo iz iteracijske formule (7)

OP(Xpn, Xn_1) (Xpp1 —x,) = —P(x,) =0

in po lastnosti (B1) takoj sledi relacija x,., — x, =< 0. Zapi§imo e enkrat zvezo (7) in
upostevajmo lastnost (A1)

0 = P(xn) T 5P(xm xn—-l) (xn+1 — xn) é
= P(xn) T §P(x_n+1' xn) (xn+1 o xn} — P(x"+1)

od koder zopet po trditvi (8) sledi x* =< x,,,, s Cimer je dokazan prvi del trditve 1. a)
za vsak n.

Prav podobno bi dokazali Se vse ostale primere v trditvi I. Dokazimo Se prvi del trdi-
tve II.a), ki se malo razlikuje od prejSnje. Privzemimo, da za operator P veljata lastnosti
(A1) in (B1)’. Ce oznagimo z x in y dva zaporedna pribliZzka ter z w priblizek, ki ga dobimo
po sekantni metodi iz prvih dveh, dobimo zanje trditvi:

Cejex <y, P(x) £0in P(y) =0, sledi x* < win P(w) =0 (10)
Cejex <y, P(x) =0inP(») =0,sledix=w=x*inPw) <0 (11D

Zares, ker velja za elemente x, y in w zveza (7), dobimo
oP(y,x)(w—y) =—P() =0

od koder po lastnosti (B1)” sledi w = y in iz predpostavk $e w = x. Ce $e enkrat uposte-
vamo omenjeno zvezo in lastnost (Al)’, dobimo

0 =P(x) +P(y,x)(w—x) = P(x) + 6P(w, x) (w—x) = P(w)

in po trditvi (8) sledi Se x* =< w. Prav analogno dokazemo tudi trditev (11).

Po predpostavkah prvega dela trditve II. a) imamo: x_; = x, = x*, P(x_y) =0 in
P(xy) = 0. Ce sedaj v trditvi (10) in (11) postavijamo zaporedne priblizke x;, x., ..., do-
bimo: X 1 S X=X Sx=xF=x,;, X Zx; iIn Plxpy) 0, P(x;) =0, P(xy) =0,
P(x;) = 0. Nastane le Se vprasSanje, kakSen je priblizek x, v primerjavi z x;? ZapiSimo
zvezo (7) prin = 0 in n = 3, ju odStejmo in upostevajmo lastnost (A1)’

0 = P(X?,) + 0P (x5, X5) (x4 — xs) — P(xy) — 0P(x,, X_y) (X — Xg) =
= 0P (x3, Xo) (X3 — Xo) + 0P (X3, X3) (X4 — X3) — 0P (X, X_1) (X1 — X¢) =
= 0P (xs, Xo) (X4 — Xo) — OP (X9, X_1) (X1 — Xo) = 0P (x¢, X_1) (X4 — Xy1)

od koder po lastnosti (B1)” sledi x, = x;.

Ce tako nadaljujemo, dobimo res verigo inkluzij v trditvi IL. a). Prav podobno doka-
zemo tudi vse druge primere v trditvah II. in I1I.
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o da j@ Eagmﬂ da mgmnﬁ ﬂbﬁﬂd oklepajo resitev, véasih zdo

Za zgled obravnavanih metod vzemim

flu,vy=te(v—1,1u) + 2uv — 2.9
glu, v) =@ L) L 3y 3y —04 =0

ki je omenjen v [2]. Ce pifemo x = (u, v) in P(x) = (/. 2) (x), imamo operatorsko enadbo
P(x) = 0, kjer je P nelinearni operator, ki deluje v prostoru R? Resitev gornjega sistema
je x* = (0,945876651..., 1,306153316...). V prostoru R? uvedemo delno urejenost tako,
da je x = y natanko tedaj, ko sta obe komponenti vektorja x manjsi ali enaki ustreznima
komponentama vektorja y. Frechetov odvod operatorja P v tocki x je matrika

of (u, vy Jf (u, v)
du v
og(u,v) dg(u, v)

R

pa vzamemo matriko

kvocient nasega operatorja P

(Flu, v) — @, W — i), (F@ v)— F@, v — )
(g, v) — g (', V) — ), (', v) — g, v)|(v — V)

kier smo pisali x = (i, v) in y = (&', v').
zadoSCata pogojem definicije 1.1 oziroma EQZ
diferencni kvocient naSega operatorja vzeli tudi m

(f', v')— flu, v )/ —u), (f(u, v')— f(u, v))/(v—V)
(g, v)—gu, v))[(w —u), (glu, v)—gu, v))/(v' —v)

ki tudi zadosca pogojem definicije 1.2.

Lahko se prepriCamo, da ima operator P v neki okolici resitve lastnosti (Al)" in (A1)
ter (B1) in (B1). | |

V spodnjih tabelah so izpisani zaporedni priblizki, izraCunani po obeh metodah na
raCunalniku IBM 1130, pri ¢emer so Stevila nad ¢rto zacCetni priblizki. Iz rezultatov raz-
beremo, da se priblizki res vedejo po pravilih, ki smo jih zapisali v zgornjih izrekih.

7a diferencéni

mo, da zgornji matriki
imo, da bi lahko za

Kantorovi¢eva metoda
Xn
5 2 b} @ }

(1,182902929 , 1,596471675)
(0,985478151 , 1,356436674)
0947478572 , 1,308185283) 0.

90 , 1,306156919) - (@
1,306153316) (0

. 2,304387168)
. 1,628517161)
1,364192987)
1,308828098)
1,306159550)
1,306153316)

S

%@7985295
945881565
945876651

Xo = X, = X, Xo = X* S X, S X = X3 = X = Xy

&

N

S
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b) sekantna metoda

Xn X
(2,0 , 2,0 ) (0,7 , 0,9 )
(190 5 135 ) (098 2 130 )
(0,971441475 , 1,354912824) (1,064722128 , 1,454282469)
(0,949598030 , 1,310783350) (0,910859102 , 1,260950585)
(0,946023570 , 1,306337010) (0,941696527 , 1,300840604)
(0,945877244 , 1,306154069) (0,946049466 , 1,306372407)
(0,945876651 , 1,306153316) (0,945875845 , 1,306152295)
(0,945876651 , 1,306153316)

XFESEXSXS2 0SS XS X X 1 SEX0SEX = XS X=X X, =x
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Pri razvoju polprevodnisskih elektronskih elementov so imele polprevodniske diode
gotovo posebno vlogo. V elektronskih vezjih je dioda eden izmed najbolj pogostih elementov.
Zlasti velja to za raCunalnike, in sicer predvsem za tiste, ki so nastali pred danasnjo Siroko
uporabo integriranih vezij. Diode, ki so zanimive za te namene, morajo umeti zelo kratek Cas
preklapljanja (switching time): pod 10 ns in vcasih celo pod 1 ns. Kako izdelamo take vrste
diode, kaks$ne tehnologije uporabljamo, vse to obdela avtor v pri¢ujoCi monografiji.

V uvodnem delu se seznanimo s fizikalnimi procesi, ki nastopajo pri polprevodniskih
hitrih diodah in jih kasneje avtor uporabi pri analiziranju posameznih tipov diod. Poseben
poudarek je na diodah, ki jih dobimo s planarno — epitaksialno tehnologijo ob uporabi
difuzije zlata. Delo se zakljuc¢i s pregledom merilnih diod, ki so potrebne pri testiranju
hitrih diod. Dodana je znatna bibliografija, ki zajema dela raziskovalnih skupin z vzhoda
in zahoda.

Knjiga bo koristila vsem, ki se ukvarjajo s polprevodniskimi elementi in tehnologijami,
tako strokovnjakom s tega podrocja, ker obravnava tudi najnovejSe dosezke, kot tudi za-
Cetnikom, ker je pisana pregledno in ne pozabi omeniti semintja tudi prehojeno pot na
podrocju polprevodniskih diod.

Zvonko Trontelj
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Subj. Class. 34 C 10

V clanku obravnavamo nekaj asimptoticnih ocen za Stevilo nifel reSitev navadne diferencialne
enacbe drugega reda.

In the paper some asymptotic estimates for the number of zeros of solutions of second order
ordinary differential equations are considered.

V klasi¢ni teoriji diferencialnih enacb govorimo o resitvi enacbe takrat, k
reducirati problem na racunanje nekega integrala, na t. E kvadraturo. Izkaze pa se, d@
je to pri enacCbah, ki se pojavljajo v praksi, le redkokdaj mogoce. Iz zagate si lahko po-

magamo predvsem na dva nacina; poiﬁg num@m@mh metod nam vcasih dajo zadovoljive
rezultate tudi kvalitati @md@@ Pri teh se odpovemo zapisu (klasiCno)
ali tabeliranju msmv (nun @ﬁ@m anahza,} in smo zadm@hm ce ﬂﬂ 10VO gi@baﬂn@
vedenje. P | | | meri najbolj.
razvila ‘émma oscilacij, ]ﬁ pmbﬁam zasmvha mkﬁh kako iz koeficientov diferencialne
enacbe direktno odkriti Stevilo (in razporeditev) nicel, ki jih premorejo njene resitve?
V prvi fazﬁ razvoja je bilo najveé narejenega na podrodju navadnih diferencialnih enacb
drugega reda: postavljeni so bili kﬂmﬁﬁ za grobo delitev enacb glede na to, ali 1imajo

jthove resitve konCno ali neskoncno mnogo ni¢el na predpisanem intervalu. Osnova
pemqu so klasi¢ni Sturmovi primerjalni in separacijski

 ne bomo | Gﬁavhah saj ﬁh \4 Wmm ugbmﬂmv diferen-
da jih bralec

mmh

m obsegu p@zmﬁ,e

V praksi se veckrat izkaze, da delitev enacb v dva razreda (oscilacijske — reSitve 1majo
neskontno mnogo nicel; neoscilacijske — resitve imajo na poljubnem intervalu samo
konCno mnogo nicel) ni dovolj podrobna; od tod izhaja Zelja, da bi dobili vsaj asimpto-
ticno oceno za Stevilo nicel na intervalu (a, x]. To Stevilo bomo oznacevali z N(a, x);
pri danem x je — vsaj asimptoticno — res desnﬂ samo od enacbe, ne pa od njene slucajno
izbrane resitve, ker se po S m m izreku (glej [2], str. 197) niCle dveh
linearno nmdwgmh reSitev pmpietam zato lahko ﬁzmm druge reSitve spremeni N(a, x)
kveCiemu za 1. Pri doloCanju tega Stevila se lahko omejimo na oscilacijske enacCbe in iz-
17 V@d@ﬂja njihovih resitev na neomejenem intervalu (a, o), ker je znano (glej [2],
96), da niCle netrivialnih reSitev ne morejo imeti koncénih stekali§¢. — V nadaljevanju
nawdh mkaj m@mgg’u Za d@imam@ N (@ X) pm Em@amn diferencialnih enacbah
drugega reda in 1 ih, ki rabijo le kot orodje,
bomo najbolj dmgmf’@m@ dokaze i1zpustili 1n se @m@ﬁh na prikaz praktiCnih aplikacij nji-
hovih rezultatov. |




Obravnavali bomo najprej enac¢bo oblike
W 4 q(x)u =0 (1)

ko je g(x) = 1/h*(x), h(x) pa je funkcija, odvedljiva in pozitivha na celem intervalu (0, o).
Prvo oceno je za poseben primer, ko je enacba oscilacijska, limita A’(x) pa je enaka O
(ko x —» o0), dokazal A. Wiman Ze leta 1917. Dognal je, da velja

N(a, x) ~ (1/n) fds/h(s) | (2)

Znak ~ kot obiCajno pomeni, da z rastoim x limitira kvocient koliin na obeh straneh
tega znaka proti 1. Rezultat je poseben primer sploSnejSega izreka, ki ga je pred dobrimi
dvajsetimi leti dokazal Z. Nehari. Ta je pripeljal naSo nalogo v klasiCne vode, saj je prisel
do Stevila nicel s pomocdjo prirejenega problema lastnih vrednosti in lastnosti njegovega
spektra. Konstrukcija, ki nas pripelje do prirejenega problema, je po svoje precej zanimiva.
Takole ravnamo: naj bodo x, = a, x4, ..., X, = b po velikosti urejene niCle netrivialne
reSitve enacbe (1) (pogosto vemo za nicli v toCkah a in b ter nas zanima, koliko jih je vmes)
in naj bo funkcija H(x) odvedljiva ter pozitivna na intervalu [0, ), Q(x) naj bo dana
kot 1/H?(x). Pr1 danem x (@ < x = b) izberimo ¢ tako, da bo

de/H(S) = ifcds/h(s)
0 a

Iz narave obeh integrandov sledi, da smo nasli enoliCno preslikavo intervala [a, x] na
interval [0, ¢]. Posebej odlikuymo realno Stevilo T s predpisom

T b
Of ds|H(s) = | ds/h(s) (3)

torej T = w(b), Ce je w omenjena preslikava med obema intervaloma. Sestavimo prirejeni
problem lastnih vrednosti

dwv/dt* + 10()y =0, v(0)=v(T)=0 | (4)
Nehari je dokazal tole:

IZREK 1: Ce je v opisani situaciji funkcija H izbrana tako, da je za vsak x z intervala
L, £] | dhldx — dH/dt | <2M (t = w(x))
ustreza n-ta lastna vrednost problema (4) oceni
A1 <=M

pri tem je indeks n isti kakor pri osteviléenju nicel reSitve enacbe (1) na intervalu [a, b].

Z dolgoveznim dokazom (bralec ga najde v [5]) ne bomo zapravljali prostora, povejmo
raje, kako izrek uporabimo v praksi. Predvsem je treba ugotoviti, da je koristen le, kadar
znamo poiskati eksplicitno formulo za lastno vrednost 4, ali vsaj dobro oceno zanjo, da
lahko 1z nje izlusCimo iskani n. To gre najpreprosteje, ¢e je¢ O(¢) = 1. Problem se reducira
na enacbo v’ + Av = 0 in robne pogoje v(0) = v(T) = 0. Kot je dobro znano, so potem
lastne vrednosti dane z enaCbo

A;/ * = nn/T

V tem posebnem primeru je H(t) = 1, H'(t) = 0, izrek I pa trdi: e na intervalu [a, b]
velja ocena | A'(x) | < 2M, ustreza Stevilo nicel, ki jih premorejo resitve enacbe (1), oceni

\(nn]T) — 1| < M (5
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Ker je v naSem primeru H(z) = 1, je T zelo lahko dolociti iz enacbe (3) — enak je kar
vrednosti integrala funkcije 1/4(x) v mejah od x = a do b. Ugotovitev (5) lahko zato

polepsano preimenujemo v

IZREK II: N@j bo v enachbi (1) g{x} = 1/h¥(x), funkcija h(x) pri tem pozitivha in zvezno
odvedljiva na vsem intervalu [0, ©). Ce s0 a = xy < x1 < ... < X, = b zaporedne nicle
netrivialne resitve wméée (1) in je za vsak x z intervala [a, bl | A'(x) | = 2M, wijg za stevilo
teh nicel ocena

(1 — M)/n) ﬁ' dxlh(x) =n = (1 + M

piSemo k@ﬁ ro . p@ goja); ce absolutno vredn
na celem intervalu [a, 5] pod n@k@ konstanto, lahko i1z ocene { ) ugotovim _
m@jah se lahko suce stevilo nicel na odprtem mt%ﬁmm (a, b). Poglejmo si enostaven pmm@ﬂ

Enacba (1) naj bo #” 4 4u = 0; tokrat }@ i'z(x} = 1/2 in A'(x) = 0, zato je tudi kon-
stanta M enaka 0 in 1z neenacbe {6} bo; na intervalu (a, b) ima resitev u(x)
(u(a) = u(b) = 0) natanko n — 1 nilel, pri Cemer velja za n v skladu z oceno (6) enacba

b
n = (1/n) | dx/h(x) = 2/n) (b — a) (7)

Se Stevilski primer: vzemimo partikularno resitev u(x) = sin 2x, postavimo a = n/2,
= 5?’5/@ @na@ba {7} nam da # = 4 in torej pravilno napove tri ni¢le na odprtem intervalu
Kvaliteta ocene (6) ni vedno tako zadovoljiva, odvisna je pmdvsem od velikosti
konstante 20, s katero ujamemo absolutno vrednost odvoda #'(x). Ce je M = 1, je treba
na E@w strani ocene (6) vzeti 0 kot spodnjo mejo za stevilo nicel.
V preprostem primeru, ki smo ga pravkar ﬂmvn&mh se je ocena (6) preoblikovala
m&gmaﬂm rezultat (2). Pokazimo, da to ni bilo slucajno, se pravi, da 1zrek 1I
vsebuje asimptoticno oceno (2) v posebnem primeru, ko je limita A'(x) enaka O, Ce gre x
preko vseh meja.
Najprej bomo pokazali, da je enacba takrat avtomatiCno oscilacijska, da imajo tore;
njene reSitve na neomejenem intervalu (g, o) neskonfno mnogo nidel. Zaradi pogoja,
da gre odvod funkcije A(x) proti 0 (x — o0), obstaja za vsak ¢ > 0 tak x, > 0, da je za
vsak f > x, izpolnjena neenacba | 4'(¥) | < &. Oceno integriramo v mejah od x, do nekega

(veCjega) x in jo malce uredim

e — xo) - A(xg) = h(x) = e(x — xg) - h(x,) (8)

Ce v oceni delimo povsod z x, poZenemo le-tega preko vseh meja in primerjamo kvadrate
dobljenih izrazov, pridemo takoj do ugotovitve

< 1/ow = &*

za poljuben ¢ > 0; to pove, da je 1/w poljubno majhno Stevilo. Z @ smo pri tem oznacili
yvrednost lim inf x® g(x). Iz definicije Stevila @ 1n ugotovitve o velikosti njegove obratne
vrednosti sledi, da je za primerno velike x |

g(x) > cx* ' 9)

pri ¢cemer je c¢ lahko poljubno velika porzitivna konstanta: za na$ namen bo dovolj vzeti
¢ > 1/4. BEulerjeva enacba

v’ +ex7ty =0

je za vse ¢ > 1/4 oscilacijska (neposredni dokaz prepustimo bralcu), potemtakem je zaradi
ocene (9) in Sturmovega primerjalnega izreka (bralec ga najde — anonimnega — na strani




198 v [2]) nasa enacba v + g(x)u =0 (g(x) = 1/h*(x)) Se toliko bolj. Funkcija g(x)
mora biti tore] od nekega x dalje dovolj »velika«, Ce naj bo ustrezna enacba oscilacijska:
natanénejSa zahteva (9) pove, da je zaradi 1/A(x) > c/2x~!

de/h(x) = 0

Vzemimo poljuben & > 0; pri danih predpostavkah obstaja naravno Stevilo m taks$no,
da je za vse x = x,, (x,, : m-ta niCla reSitve enaCbe (1) na intervalu (a, o)) izpolnjena
neenacba | #'(x) | < 2¢; obstaja tudi naravno Stevilo p (p > m), da sta za vse k = p pra-
vilni oceni

0 < (12N (x,, x.) | di/h(t) (10)
1N(a, x1) < 1NGr,, x) < (1 + 8)/N(@, x,.) (11)

saj mora N(a, x,) — o, ko gre indeks kK — o0. Spomnimo se ocene (6), uporabimo jo na
intervalu (x,,,, x;,) in upostevaymo, da je sedaj M = ¢. Odkrijemo, da velja

1A + &) = AaN(x,, x.)) [ de/h@®) < 1)1 — &)

Xm

Ce upostevamo 3e oceni (10) in (11), dobimo

Xk
1/(1 + &) < (I/naN(a, x;)) [ dt/h(t) < ¢ + 1/(1 — &)
Za dovolj velike x (dovolj velik k) je ¢ poljubno majhen, zato je nujno
Xk
lim (1/xN(a, xz)) [ dt/h(t) =1 (k — o0) (12)

Ker je za vsak x z intervala [x;, x;.,) izpolnjena enacba N(a, x) = N(a, x;), 1z (12) brez
teZzav ugotovimo, da je tudi

lim (1/zN(a, ) | dtJh(t) =1 (x — o0)

to pa je tisto, kar smo hoteli pokazati, saj je zadnja enaCba ekvivalentna Wimanovi for-
muli (2).

Druga funkcija, ki ne povzroca vedjih problemov pri raCunanju lastnih vrednosti pro-
blema (4), je O(t) = k?/(t + 1)%, k > 1/2. Lastne vrednosti so tokrat

An = 1/(4Kk%) + n/(klog (T’ + 1)), n=1,2,3, ...
Ker je H(t) = (¢t + 1)/k in H'(¢) = 1/k, nam da izrek I kot posledico
1ZREK 1I1: Naj bodo izpolnjene zaéetne predpostavke izreka 11. Ce velja
L (x) —2K| <2M 0<K<1

na vsem intervalu [a, b], ustreza stevilo nicel oceni
b b
(1 — M) —K?*) ([ ds/h(s))* = n?n® < (1 + M)* — K?) (] ds/h(s))’ (13)
a a
Trditve ni tezZko preveriti. Transformacija, izraZzena z enacbo (3), ima sedaj obliko

klog(t +1) =k fds/(s 1) = | ds/h(s)
0 a
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b
klog (T + 1) = | ds/h(s)
T4
Zato lahko 1zraz za lastne vrednosti preoblikujemo v

b
An = 1/(4k?% + 72n?/([ ds/h(s)?; n=1,2,3, ...

in 1zrek [

nam da takoj oceno

b
(I —M)* = 1/(2k)* + ﬁzﬁf’*/ﬁ dsfh(s))* = (1 + M)*

in jo ndmhka pmumdm.,
¥V nadaljevanju bomo z

Wimanovo formulo (2) dok

(r(xxyu’y +qgx)u =0 (14)

1anove formule same.

rezultate pa porabili za vracilo dolga, torej za posplositev Win

IZREK 1V: Funkciji v(x) in g(x) v enacbi (14) naj bosta zvezno odvedljivi na intervalu
(0, o), r(x) raj bo tudi pozitivna in q(x) nenegativna na vsem intervalu; izpolnjena naj bosta
pogoja

limr(x) d({(r(x) g(x))y""2)/dx =0 (16)

imajo resitve enacbe (14) na intervalu

(obakrat x — o). Potem velja za Stevilo nicel, ki jih
(a, x], asimptotiCna ocena

N(a, x) ~ (1/m) § (gx)/r(x))yrrdx (17)
Izrek dokazemo takole: najprej uporabimo v enacbi (14) transformacijo

f = [ dsir(s) = 0() (18)

in dobimo enacbo
d?uldi® + r(x(t)) g (x@)u =0 (19)

x kot funkcija ¢ je dan z inverzno funkcijo funkcije ¢ iz predpisa (18); ker je ¢ monotono
namscawm s tem ni tezav, Zaradi predpostavk v izreku gre x nujno proti co, ko tja hiti
m skupaj s (16) pove, da je

m d ((r(x(#)) g(x(@)))~72)/dt (¢ — o)

lim r(x) d ((r(x (1)) gGe()) ) dx =0 (x = o0)

Ce oznat¢imo h(t) = (r(x(t)} g(x ()", je potemtakem lim#A'(¢r) =0 (- ©); to je
dovolj, da Iahko uporabimo Wimanovo formulo (2), ki pravi, da je

p(x)

N@©, ¢(x)) ~ (1/n) Of (r(x(2)) q(X(l‘)D%df

Upostevajmo zvezo med spremenljivkama ¢ in x (glej transformacijo (18)), pa ne bo
tezko uvideti, da je ta asimptoti¢na ocena ekvivalentna oceni (17), ki jo je bilo treba do-
kazati.




1ZREK V: Funkciji r(x) in q(x) naj ustrezata predpostavkam prejsnjega izreka. Poleg
pogoja (16) naj namesto (15) velja se

lim fq(z)dr — % (x— ©) (20)

Potem velja za sStevilo nicel ocena (17).
Izrek dokazemo podobno kot prejSnjega, podrobnosti najde bralec v [5]
Zadnja dva izreka nas pripeljeta do drobne, a elegantne posplositve Wimanove formule (2).

1ZREK VI: V enacbi
u’ + ulh*(x) = 0 (21)

naj bo h(x) pozitivna in odvedljiva na intervalu (0, o), funkcija g(x) = (x*h~*(x) — 1/4)"2

realna in pozitivna.
limx (g~ (x)) =0 (x—> ) (22)

Potem velja za Stevilo nicel netrivialnih resitev enacbe (21) asimptoticna ocena

N(a, x) ~ (1/m) | (g(s)/s)ds (23)

Dokaz tega izreka je prav kratek; v enaCbo (21) uvedemo novo spremenljivko z s pred-
pisom # = zx'"2; ta postopek nam da enacbo

(xz") + g¥(x)x" 1z =0

ki ima obliko (14), ¢e vzamemo r(x) = x in g(x) = gz(x)x“1 Zaradi predpostavke (22)

velja
lim r(x) g ((r(x) g(x))~"2)/dx = lim xd (1/g(x))/dx =0 (x — )

S tem je ocitno izpolnjen pogoj (15), porabimo lahko kar izrek IV in ocena (17) se direktno
prepiSe v iskani rezultat (23).
Kadar je limA'(x) =0 (x —» o), je zaradi

h(x) — h(0) = xh'(6) 0 < 8 < x)
tudi im x~2A(x) = 0 (x — o). Direkten raCun nam da

x(gml(x))/ — (}7/(%) — x"th (x))/(} — (l’l?‘(x)/4x2))3’2

zato je pogoj (22) iz zadnjega izreka izpolnjen vselej, ko je ustreZzeno Wimanovemu
Iim A’ (x) =0 (x — o). Ker nam Wimanov pogoj pove tudi to, da je lim xA=%(x) = co
(x — o0), velja asimptotiCno

g()/x ~ x(1/xh(x)) = 1/h(x)

Tako izrek VI vsebuje Wimanovo formulo (2) kot poseben primer, je pa splosnejsi od nje:

za enacbo
u”’ -+ (1 + log x)/(4x*log x))u = 0

lahko zadnji izrek uporabimo, Wimanovega rezultata pa ne, ker ni izpolnjen limitni pogoj

za odvod funkcije A (x).
Izrek VI nam da Se za o¢i lepo oceno Stevila niCel, kadar A(x) asimptotiCno postaja

premica, A(x) ~mx +n (0 < m < 2). Takrat je g(x) ~ (1/m? — 1/4)"2, integral v (23)
pa lahko eksplicitno izraCunamo, kar da oceno

N(a, x) ~ (1/n) (1/m? — 1/4)"2 log x
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tem za o¢i prijetnim rezultatom koncujemo ta kratki prikaz nekaterih najpreprostejsih
ocen za doloCanje Stevila nicel, ki jih premorejo resitve diferencialnih enacb drugega reda.
Ob koncu pripomnimo le e to, da tovrstne ocene niso koristne le za konéne uporabnike
matematicnih orodij, ampak tudi tam, kjer se ta orodja izdelujejo, med drugim na primer
v ﬁ:wrm pammimh diferencialnih enacb in spektralni teoriji diferencialnih operatorjev.
ki ga ti problemi podrobneje zanimajo, predlagamo za zaletek delo [5] in biblio-

grafijo v njem.

Hartman P., Ordinary Differential Equations, New York, John Wiley 1964,

Kiizani¢ F., Navadne diferencialne enacébe in variacijski racun, Ljubljana, DrZavna zaloZzba

Math. 76

Order I

(3] Nehari Z., On the Zeros of Solutions of Sec. Diff. Equations, Am. J. (1954),

689—697.
[4] Nehari Z., Oscillation Criteria for Second Order Lin. Diff. Eq., Trans. Am.
(1957) 428—445.

(5] Swanson C.
Press 1968,

Diff. Eq., New York, Academic

, Comparison and Oscillation Theory of Lin.

V tej knjigi obravnavata avtorja moderno potencialno teorijo. K |
cialna teorija? Klasi¢na potencialna teorija je gmdmm logaritmiéni in N@Wmnﬁv pm@nmaﬁ
in ustrezni Laplaceov operator v dvo- in trirazseznem evklidskem prostoru. Okoli 1. 1930

so odkrili, da obstaja zveza oa gibanja. Lapla-

ed potencialno teorijo in teorijo Brownoveg
ceov operator v R?® je namre¢ infinitezimalni generator Brownove polgrupe, ki opisuje
prehodne verjetnosti pri Brownovem gibanju. Newtonovo potencialno jedro, to je funkcija
1/r, pa je integral po casu Brownove polgrupe. S posploSitvijo je nastala moderna poten-
cialna teorija. Namesto evklidskega prostora vzamemo poljubno lokalno kompaktino
Abelovo grupo G, namesto polgrupe prehodnih verjetnosti pa $tudiramo na G poljubno
dmzm@ omejenih pozitivnih mer {g,, t > 0}, ki je poﬁgmp& Za konwﬁucm Od polgrupe
U, Se zahtevamo, da mfi@gmi I3 udr obstaja in definira na G p mero, ki se imenuje
potencialno jedro. Potencialna teorija Studira lastnosti k@nwmcmkm poﬁgmp na ¢ in
ustreznih potencialnih jeder. Pri tem se izkaZe, da obstaja povratno enolicna korespondenca
med konvolucijskimi polgrupami na G in negativho definitnimi zveznimi funkcijami,
definiranimi na dualni grupi grupe G. Zato imajo v tej teoriji pomembno vlogo pozitivno
in negativno definitne funkcije.

Knjiga C. Berga in G. Forsta je razdeljena na tri poglavja. Prvo poglavje je priprav-
ljalno. Obravnava harmoni¢no analizo na lokalno kompaktnih Abelovih grupah, lastnosti
pozitivno definitnih funkcij in Fourierovo transformacijo pozitivno definitnih mer. Drugo
govori na splosno o krepko zveznih polgrupah, konvolucijskih polgrupah, negativno
definitnih funkcijah in popolnoma monotonih funkcijah. Zadnje poglavie pa je posveceno
potencialni teoriji konvolucijskih polgrup in potencialnih jeder. Med tekstom so povsod
posejani $tevilni primeri in Stevilne naloge. Na koncu pa je dokaj izCrpna bibliografija.
Knjiga zahteva od bralca, da pozna osnove funkcionalne analize in teorije mere.

Ivan Vidav
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V ¢lanku je obdelanih nekaj problemov, ki se pojavljajo pri merjenju majhnih svetlobnih tokov.

MEASUREMENT OF WEAK LIGHT FLUXES

In this article some limitations, especially noise, of photosensitive devices are discussed.

Prispevek je posvecen merjenju majhnih svetlobnih tokov in tezavam, ki nastopijo zaradi
Suma. Navezuje se na clanek P. Gosarja o zaznavanju infrardece svetlobe s termiCnimi in
fotonskimi senzorji [2]. Omejili se bomo na dva termicna in dva fotonska senzorja.

Bolometer

Bolometer je pravzaprav kalorimeter in uporovni termometer hkrati. To je plosCica iz
platine ali polprevodnika s povrsino nekaj kvadratnih milimetrov in debelino nekaj stotink
milimetra, ki je na eni strani po¢rnjena. Platinsko plos€ico pocrnijo tako, da nanjo pri nizkem
tlaku naparijo plast zlata ali volframa. Odbojnost plosCice na pocrnjeni strani je zelo majhna,
tako da se praktiCno vsa vpadla svetloba absorbira. Na raCun vpadlega svetlobnega toka se
ploséica segreje in zato se j1 upor spremeni. V prvem priblizku je relativna sprememba upora
sorazmerna s temperaturno spremembo:

AR/R = aAT (1)

Bolometer lahko vezemo v eno od obeh ve] Wheatstonovega mosticka. Veckrat pa ga
vezemo tako, da merimo spremembo napetosti na zaporednem uporu R, zaradi spremembe
upora bolometra R (sl. 1).

Napetost na uporu R je

e
'M"ll U= R;UJ(R; + R) (2)
U | Spremembi upora bolometra za — AR ustreza sprememba
R napetosti
AU = R;ARU/(R; + R)? = Ry;ARI/(R; + R) =
? T T — FIAR = FIRaAT 3)

I je prvotni nemoteni tok skozi bolometer in

SI. 1. Vezava bolometra F=R,/(R; + R)

Sprememba upora bolometra je odvisna od vpadiega energijskega toka P. ZapiSimo
energijsko bilanco za bolometer, ki ima za AT vi§jo temperaturo kot okolica:

Cd(AT)|dt + AAT = P (4)

Pri tem je C toplotna kapaciteta bolometra in A koeficient prenosa toplote. Ce je bolometer
prilepljen na nosilno plos¢ico, je a dolocen z njeno toplotno prevodnostjo. Za ¢rn bolometer,
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prosto viseC v vakuumu, pa je razlika med energijskim
mer gijskim tokom, ki ga prejema iz nje, oS(7 | I
Torej je A = 405873, Ce je .S povrSina polrnjenega dela bolometra in ¢ Stefanova k@mmma
Pri tem smo upmt@mh da 1ma druga stran bolometra veliko odbojnost, tako da bolometer
seva in prejema energijski tok Ie na podérnjeni strani.

Pri merjenju majhnih signalov se pokaZejo tezave, ker je merjenje majhnih enosmernih
tokov 1n napetosti tezavno. Zato posljejo svetlobo, preden pade na bolometer, skozi zobato
kolo ali kolo z rezami, ki svetlobni curek razseka. Frekvenca, s katero se wm Eg@ﬁ@ je nekaj
deset Wma;_g@v na S@Eﬂm@ Upasi@mh b@mg samo 0sSnovno E@m*mmvg kompom‘m@

ﬁc@ mperaturne mzﬁﬁg@

nenujemo | odzivni Cas.
n takoj sledi:

aPoJl(1 + w2r?)"2 (6)

Koeficient C/A oznadim
V enaCbo (3) v Smw

bolometra:

o = r je obcutljivost

r = FIRa/A(1 + w?r?)2 (7)

Za w1t <€ 1 se izraz poenostavi:

Za tak bolometer je ponavadi upor okoli
temperaturi 375 K in toku 4 mA je tedaj

quﬂ}w@sé mbhm@ 20 V/W.,
Bolometri reagirajo na vpadlo svetlobo z odzivnim casom kake milisekunde. Njihova
obcutljivost je neodvisna od valovne dolzine. Zato jih uporabljajo zlasti v daljnjem infra-
f@g@m Obmocju kjer dmgﬁ detektorji odpovedo.

Najmanjsi Se merljivi energijski tok omejujsjo stohasti¢no nihajofa napetost, ki se
pojavi na vsakem uporu zaradi termiCnega gibanja prevodniskih elektronov. Zato tele
v uporu majhen stohastiéno nihajo¢ tok. Pojav se imenuje termicni Sum. Povpreéna mod
termicnega Suma na enoto frekvencnega intervala je [7]:

d<{ P, >ldv =4kT

Vpadli svetlobni tok povzroCi na 1izhodu padec napetosti U, = rP. Kvadrat te signalne
napetosti mora bitt vsaj tako velik, kot je povprecni kvadrat fluktuacij napetosti zaradi
termicnega Suma. Za frekvendni interval Av, na katerem merimo, sledi iz (9) omejitev:

Pin2 = U?llrt = U,* >/§‘2 = 4kTRAvr? (10)

Za Sirino fmk%nm@g& pasu Ay = E g1 j@ za abwam@ bolometre pri sobni mm@mmm

najmamsa merljiva mo¢ okoli 10-1® W. Dosti manjsih moci pri sobni temperaturi ne moremo

neriti, pogﬁsm pa si pomagamo s hﬁajsmem

Precej manjse moci merijo s supraprevodnini bolometri. V blizini kriti¢ne tocke za
prehod v supraprevodno stanje se namrec nekaterim snovem upor zelo hitro spreminja.
Meritev ni preprosta, ker je treba meriti majhno napetost. Najpreprostejsa resitev je ta, da
1izmenicni signal transformirajo s transformatorjem, hlajenim s tekoc¢im helijem, da se iz-
ognejo dodatnemu Sumu. Signal nato Se ojacijo z ozkopasovnim ojacevalnikom. Bolometer
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in transformator sta skupaj v kriostatu [3]. S supraprevodnim bolometrom iz niobijevega
nitrida so pri temperaturi 10 K izmerili energijski tok 10~ W. Obcutljivost bolometra na
obmocdju valovnih dolzin od 1 m do 1500 m je skoraj konstantna.

Golayeva celica

Golayeva celica je pravzaprav zelo obcutljiv plinski termometer. V posodici kockaste
oblike z robom nekaj milimetrov je plin. Posodica ima na eni strani okence, prekrito s
plosCico 1z KBr, ki mocno absorbira svetlobo. Na drugi strani pa 1ima odprtino s prozno
membrano ali tanko plastjo kovine. Ta je na zunanji strani prevlecena s kovinsko prevleko,
da odbija svetlobo. Zaradi absorbiranega svetlobnega toka se plin segreje in razpne: mem-
brana se izbo¢i. Na membrano pada skozi posebno mrezico curek vidne svetlobe. Mrezica
se preslika sama vase. Zaradi premikov membrane se mreZica in njena slika bolj ali manj
prekrivata. PrepusSCena svetloba pade na fotocelico, s katero merimo odziv (sl. 2).

Poglejmo, koliksna je ob-
Cutljivost Golayeve celice.
Svetloba pade na obcutljivi
del stene in temperatura plina
naraste. Sprememba tempe-
rature plina je

AT = P/A (11)

Koeficient prenosa toplote A
je dolocen s toplotno prevod-
nostjo celi¢ne stene in last-

sistem nostmi plina v celici. Zaradi
spremembe temperature se
tlak v posodi spremeni za Ap.

e __ _ _ __

Sl. 2. Golayeva celica

Iz enacbe pV|T = konst. sledi | |
VAp + pSx = pVAT|T | (12)

Povrsino membrane smo oznacili z S in njen premik z x. V ravnovesju napetost membrane
uravnovesi povecanje tlaka v posodici:

wx = SAp = pSAT|T — pS?x/V | (13)

% je konstanta proZznosti. 1z tega sledi za premik membrane

x = SpVAT|T(V + pS?) = SpPV/A(xV + pS?) (14)

Odziv fotocelice je odvisen od premika membrane. Golayeva celica je presenetljivo obcutljiv
detektor. NajmanjSi Se merljivi energijski tok je okrog 10—'* W. Kot pri vseh termicnih
merilnikih je njen odziv neodvisen od valovne dolzine vpadle svetlobe. Tudi Golayevo celico
uporabljajo predvsem na infrardeCem obmocju. Nevsecno je le to, da je njen odzivni ¢as —
okrog 10—2s — precej dolg v primerjavi z odzivnim ¢asom drugih detektorjev.

Fotocelica

Fotocelica, ki izkoriSCa zunanji fotoefekt, spada k fotonskim senzorjem. Vpadla svetloba
izbije iz fotokatode elektrone in anoda jih posrka. V anodnem krogu stecCe elektricni tok, ki
ga merimo. Namesto toka merimo raje napetost na delovnem uporu (sl. 3).
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[0k izbitih elektronov izrazimo s povprecnim Stevilom vpadlih
fotonov na casovno enoto. To Stevilo je P/hv, Ce je P energijski
tok vpadle svetlobe in v njena frekvenca. Vsak foton pa ne izbije
elektrona, ampak se pri dobrih fotocelicah to posredi priblizno
vsakemu stotemu. Upostevati je treba torej Se kvantni izkoristek
y fotocelice, tako da je fotoelektricni tok

Izkoristek fotocelice je ngm 0@ valovne dolzine vpadle svetlobe in od snovi, 1z katere
ie zgrajena katoda. Nekaj ith v preglednici 1.

Preglednica 1. Lastnosti fotokatod

A 7 temni tok (300 K

§§%
25%
357
2%

[zkoristek povecajo tako, da katodo oblozZe s stekleno plastjo. PoSevni svetlobni curek, ki
vstopi skozi prizmati¢ni del, se v steklu veCkrat totalno odbije (sl. 4). Tako kvantni izkoristek
povecajo dva- do petkrat.

Obcuthjivost fotocelice definiramo kot
razmerje med padcem napetosti na izhod-
m uporu in vpadlim energijskim tokom:

RI;/P RIbv - (16)

= }&l

Tipi¢ni izhodni upor je kakih deset mega-
ohmov in izkoristek 0,02. Tako je obcut-
ljiivost priblizno 10° V/W. Sl. 4. Naprava za izboljSanje kvantnega izkoristka
Da ocenimo najmanjSt merljivi sve- fotocelice

tlobni tok, moramo pri fotocelici poleg

termicénega Suma upostevati Se temni fmk in zrnati Sum. Okvirno obdelajmo oba p
fotocelico priklopimo na napetost, opazimo, da Ze v temi teCe majh@n tok, ponavadi kahh
102 A. Ta tok, ki si ga razlagamo predvsem s termino emisijo, imenujemo temni tok.
Njegovo gostoto ocenim Richardsonovo enacho:

p (—eo ¢/kT)

Izstopno delo smo oznacili s ¢, 4 pa je konstanta — priblizno 1,2 < 10% A/m?K?2,
toku prispeva Se povrsinsko prevajanje po steklu fotocelice.

Tok, ki 1zvira 1z katode, ni »gladek« ampak zrnat. Fotoni, ki padejo na fotocelico, so
sludajno porazdeljeni po &asu. Ce je fotonov malo, je njihova porazdelitev priblizno Poisso-
nova. Prav tako fluktuira okrog povpretne vrednosti tudi Stevilo izbitih elektronov na

K. temnemu




casovno enoto. Efektivni odmik od povpreCnega Stevila 1zbitih elektronov dobimo iz znane
enacbe 4n = n'"2. Temu pojavu pravimo zrnati Sum.
Prispevek izbitega elektrona j k skupnemu toku zapiSemo z Diracovim delta:

I;(t) = eyo(t —1t')

Spektralno amplitudo izrazimo s Fourierovo transformacijo:
A(w) = (1/27) | I;(?) exp (iwt)dt = = (eo/27) exp (1wt’)

Ce je povpredno §tevilo izbitih elektronov 7, je spektralna gostota moéi, ki jo prejema
delovni upor:
d{P>|dv = 8n*Rn | A(®) |? = 2nRe,* = 21Re, (17)

Pri tem je I = ne, povprecéni tok. Posebnost zrnatega Suma je, da je d {P>/dv konstantno.
Tak Sum se imenuje beli Sum.

Priblizno ocenimo Se najmanjsSi merljivi svetlobni tok. Ce merimo tok na izhodu foto-
celice, mora biti Sum manjsSi kot fotoelektri¢ni tok. Iz tega sledi, podobno kot pri bolo-
metru:

RI® < 4kTAv + 2e,RIAv (18)

Ob pripravno izbranem delovnem uporu okoli 107 ohm je navadno drugi élen zanemarljiv.
Pri sobni temperaturi in 4y = 1s71t je

Prin = hvzmin/ﬂeo = 1071 W

Obcutljivost izboljSamo s hlajenjem delovnega upora. Tako doseZzemo najmanj$e mer-
ljive mo¢i okoli 1012 W. Se boljse rezultate dobimo s fotopomnoZevalko. Zrnati $um sedaj
prevladuje zaradi velikega ojacenja in dodatnega Suma pri sekundarni emisiji elektronov.

Fluktuacije toka v prvem dinodnem krogu sestavljata dva prispevka. To sta prispevek
zaradi Suma ojaCenega primarnega fotoelektriCnega toka in prispevek zaradi fluktuacij
Stevila sekundarnih elektronov. Iz enacbe (17) sledi po mnoZenju z R za povpreéni kvadrat
fluktuacij napetosti

U? = 2e,R24v + m; U? = 2edymy R2Av + m2e [ R?Av = U?my (1 + my)

Pri tem je my; ojaCenje v krogu prve dinode. S podobnim sklepanjem sledi za fluktuacije
napetosti v dinodnem krogu »:

—=n —
Uﬂ — U2m1m2 .o .mn(]. "I"' my *{”‘ e oo + mnmn_._l oo .mgml)

Priblizno lahko vzamemo, da je m, = m, = ... m, in vpeljemo polno ojacenje fotopomnoze-
valke m" = M. Za fluktuacije napetosti na delovnem uporu sledi potem:
U? = 2e J,RPAvM (m"+* + 1)/(m — 1) (19)

Ker je m™+1 > 1, lahko enacbo (19) poenostavimo
U? = 2el,R*AvM>*m/|(m — 1)
Ko upostevamo Se termicni Sum, sledi za oceno najmanjSega svetlobnega toka
P, . = [4kTRAv + 2e l,AvM?*R?m/(m — 1)]72/r

Pri obiCajnih fotopomnozevalkah z ojacenjem od 10° do 107 je najmanjsi merljivi energijski
tok okoli 101+ W,
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Fotodioda

Fotodiodo sestavijata obmocji polprevodnika p in p@ﬁmvodnika n. V stacionarnem

stanju skozi spoj p-n ne tee noben tok. Ko priklopimo na obmocje p negativni in na obn @Qg@

n pozitivni prikljucek baterije, steCe v zaporni smeri samo maj

.

od napetosti [4

Iy [exp (e, U/KT) — 1]

I, je tok nasiéenja skozi diodo.
Ko spoj p-n osvetlimo, vpadli fotoni povzroce, da se v mpmmni bliZini spoja pojavijo
pari @E@kimﬂ vrzel. Tok v krogu, v E{amm 1 je skupaj z delovnim uporom R vezana dioda, je

I'= Iy[exp(eo(p — U)KT)— 11— I

¢ je padec napetosti na f@mdmg in U napetost na bate-
riji v kmgu {SE 5} Navadno merimo mk Sﬁmm d@mvm

m. Ta se mzhkm@ od rezZima m’@z ZUu-
nanje gonilne napetosti, ki ga imenujemo tudi ventilni
rezim.

Obcutljivost fotodiode omejujeta tern
sum. Iz (18) sledi:

1iCni in zrnati

[ = 2edodv + 4kTAv|R Sl. 5. Dioda v fotodiodnem reZimu

in delovni upor 107 ohm pri dv = 1 s~ in sobni temperaturi je
minimalni tok priblizno 7 - 10~** A. Tak tok stede skozi diodo pri kvantnem izkoristku
0,8 Ze, ¢e pade na fotodiodo kakih 10° fotonov. Ker je energija posameznega fotona
nekaj elektronvoltov, je najmanisi merljivi energijski tok priblizno 1012 W. Sum zmanj$ajo
s hlajenjem, vendar je tedaj odziv senzorja nekoliko poCasnejsSi. Ponavadi je odzivni €as

germanijevih ali silicijevih diod nekaj mikrosekund.

Za tok nasiCenja 1072 A
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Pred kratkim so potrdili obstoj mezona Y zmaso okoli desetih mas protona [1]. Domneva,
da ga sestavljata peti kvark in njegov antikvark, dobiva vedno veC podpore [2], [3]. Najno-
vejsi podatki izvirajo s sestanka o interakcijah leptonov in fotonov konec avgusta v Ham-
burgu [4], [5]. |

Najprej posezimo nekoliko nazaj. Pred tremi leti so odkrili delec, za katerega se je
udomacilo ime J/y in delec v’ [6]. Od tedaj se je nase znanje o osnovnih delcih izdatno obo-
gatilo. Kvarki, ki so jih nekateri imeli zgolj za koristno raCunsko pomagalo, so postali nepo-
gresljiva sestavina teorije. Zdaj veljajo za prave delce — s posebnostjo, da ne morejo nasto-
pati prosti. Trem prejSnjim kvarkom u, d in s se je pridruzil Cetrti kvark ¢ s Carom. Delca
J/w in v’ in sorodne delce sestavljata kvark c in njegov antikvark c [7].

Vezan sistem kvarka c in antikvarka c je podoben pozitroniju, ki ga sestavljata elektron
in pozitron. Ta spominja na vodikov atom, le da ima namesto jedra pozitron. Pozitronij je
teoreti¢no dobro raziskan [8]. Ze zdavnaj so tudi premerili njegovi osnovni stanji. Spina
obeh delcev sta namreC lahko vzporedna ali nasprotno vzporedna. V prvem primeru gre
za ortopozitronij s spinom 1, ki da pri anihilaciji tri fotone, in v drugem za parapozitronij
s spinom 0, ki da pri anihilaciji dva fotona [9]. Prvo vzbujeno stanje pozitronija pa so opazili
Sele pred dvema letoma [10].

Pozitronijev spekter spominja na vodikovega. Treba je le upoStevati, da je reducirana
masa dvakrat manjSa in so zato tudi lastne energije po absolutni vrednosti dvakrat manjse:
W, = —mJc%a?/4n?(a = e§/4 neohc je konstanta fine strukture in z glavno kvantno §tevilo).
Tako ustreza na primer prehodu iz prvega vzbujenega stanja (n = 2) v osnovno stanje
(n = 1), to je prvi ¢rti Lymanove serije, pri pozitroniju dvakrat vecdja valovna dolzina
(2430 A) [10] kot pri vodiku (1216 A). Zaradi fine razcepitve so lastne energije odvisne tudi
od tirnega kvantnega $tevila /, in sicer v sploSnem narasCajo z narascCajolim /. Velikostna
stopnja tega razcepa je I W, ] a2, Parapozitronijeva stanja so enojna (singletna), ortopozitro-
nijeva pa trojna (tripletna); dve ortopozitronijevi stanji sta pod ustreznim parapozitronijevim
stanjem, tretje pa je nad njim. Izjeme so le ortopozitronijeva stanja s tirnim kvatnim Stevilom
[ = 0, ki so precej nad ustreznim parapozitronijevim stanjem in SO €nojna.

Zaradi podobnosti s pozitronijem imenujemo sistem kvarka c in antikvarka ¢ carmonij.
Kvark in antikvark veze drugacen potencial od Coulombovega in 0 njegovi obliki Sele ugi-
bajo. Pogosto vzamejo zanj priblizno V(r) = —ch(a,/r) (1 — r?/a?) in dobijo za »moéno«
sklopitveno konstanto a, 0,2 do 0,26, za a 0,2 fm in za lastno energijo Carobnega kvarka
1,6 GeV [12]. Vsekakor je sklopitvena konstanta a; precej vecja od elektromagnetne sklo-
pitvene konstante, to je od konstante fine strukture a = 1/137. Zato je pri ¢armoniju fina raz-
cepitev znatno velja kot pri pozitroniju. Ima enako velikostno stopnjo kot energijska
razlika med sosednjima stanjema z razliCnima glavnima kvantnima Steviloma. Delcu J/y
7 lastno energijo 3,1 GeV in s spinom 1 ustreza osnovno stanje ortoCarmonija 1 S, in delcu
v’ z lastno energijo 3,7 GeV in s spinom 1 vzbujeno stanje ortocarmonija 2 25, z glavnim
kvantnim Stevilom # = 2 in tirnim kvantnim Stevilom / = 0.

Spekter Carmonija so napovedali kmalu po odkritju delcev J/w in yw’ [11], [12]. PoznejSe
merske ugotovitve so se sorazmerno dobro skladale z napovedmi za druga stanja. Resonanca
1. ali X z lastno energijo 2,82 GeV bi morda utegnila ustrezati osnovnemu stanju paracar-
monija 1S, in resonanca #,’ ali ¥(3,4) z lastno energijo 3,45 GeV prvemu vzbujenemu
stanju paracarmonija 2'S, z #n = 1 in [ = 0. Mnogo bolj gotovo je, da ustreza trodelna
resonanca x(3,5) ali P, trem stanjem ortoCarmonija 2 °P,, 2 °P; in 2 °*Py, z n = 2,
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ortopozitroni|

SI. 1. Sp@m@f pozitronija (a) in spekter @armomja (b): stanja so oznacena s sp@mmskapskimﬁ ozna-
km‘m prvo je glavno Ewamim Stevilo, zgornji indeks se nanasa na Skupm spin (1 za singlet-para,
3 za triplet- Om@) 5, P, D... ustrezajo po vrsti vrednostim 0, 1, 2... tirnega kvantnega smwm l,
spodnji indeks je Ewanmo Stevilo polne vrtilne koli¢ine j, ki je maﬁm [ + 1 alilalil— 1. PoSevne
¢rte ustrezajo elektriCnim dipolnim prehodom pri pozitroniju in prehodom z izsevanjem f@fsmm Y
pri ¢armoniju

Zanjo so napoved lali sred
+ 0 0 GeV*. Siroke resonance z lastni

rr7

V (v"”) pa ustrezajo vi§jim vzbujenim jem onija. V@H@m

ustreza prva Si&mu 3 ®S,, drugi dve pa razliCnima n 43S, 1n 3 3D,. ]
O napoved a;h Se stanje ortocarmonija 3°D z n = 3 in /= 2 z lastno energijo 3,7 5 5
g%mmm so porocali o odkritju tega stanja z E@Sm @n@rgu@ {3 770 + 0,00
, ki d @m@ ob stanfordskem nakopiCevalniku SPEAR
aﬁmpmemﬁm ku DOR IS. Prej se je izmaknilo oﬁqmu ker so sicer Ski“bﬁ@ pmmmh obmo¢

1 4 Ge© ocje med 3,7 in 4 GeV pa le povrSno. To odkritje je vsekakor lep uspeh

carn teorije.
)% (iz antikvarka u in kvarka c, na kratko

Medtem so odkrili Carobna nevtralna mezona D
)0 (uc) ter Carobna nabita mezona D*(dc) in D—(dc) z lastno energijo okoli 2 GeV

(Uc)) in DY

[13]. Ti mezoni imajo spin 0 — spina kvarka in antikvarka sta nasprotno vzporedna — ali
spin 1 (tedaj dobi simbol kot zgornji indeks Se zvezdico) — spina kvarka in antikvarka sta
vzporedna. PoroCajo pa tudi Ze o odkritju Carobnih mezonov F*(sc) in F~(sc), ki imata
za razliko od prejd$njih od ni¢ razlicno ¢udnost.

Po izmerjenem razmerju verjetnosti za reakciji e~ + e+ — hadron 4 ... in e~ 4+ et —
1]. Najvecja spodbuda za

— u~ -+ pt so sklepali, da obstaja Sest razliCnih vrst kvarkov [14
nadaljnji razvoj je v tej zvezi ravno potrditev obstoja delca Y. O tem d

* Merski podatki za 3P,, 3P, in 3P, so po vrsti 3,414 GeV; 3,508 GeV in 3,552 GeV [16].




raziskovalci z univerze Columbia, ki delajo pod vodstvom L.M. Ledermana na batavijskem
sinhrotronu. O delcu so govorili Ze precej Casa, a zdaj kaZe, da o njegovem obstoju ni ve¢
dvoma. TarcCo iz bakra ali iz platine so obstreljevali s protoni s kineti¢no energijo 400 GeV.
Zanimali so se za reakcije, pri katerih sta nastala negativni in pozitivni mion s skupno ener-
gijo nad 5 GeV in drugi delci. Miona so zaznavali z magnetnim spektrometrom z dvema
krakoma. Preiskali so skupno 1,6 - 10'® reakcij. Pri1 9000 izmed njih je nastal mionski par.*
Na obmocju okoli 9,5 GeV so opazili izdatno povecCanje Stevila mionskih parov.

Medtem ko bi jih priCakovali okoli 350, so jih zaznali 770 [1]. Kaze, da je mogoce to
poveCanje pripisati resonancama Y in Y’ z lastnima energijama 9,44 GeV in 10,2 GeV, od
katerih je ena trikrat izrazitejSa kot druga. Resonanci sta dokaj Siroki: pri reakciji med
hitrim protonom in jedrom nastaneta delca Y in Y’°, od katerih vsak po zelo kratkem cCasu
razpade na par yu—u".

Delca Y in Y’ sta podobna delcema J/w in v’, le da ju sestavljata tezji kvark b in njegov
antikvark b [2]—[5], [15]. b je peti kvark izmed napovedane Sesterice z novim kvantnim
Stevilom lepoto (beauty po imenu za kvark b, ki izvira od oznake »bottom« — dno. Sesti
kvark t — za »top« — vrh — naj bi imel Se dodatno kvantno Stevilo resnico — truth, vendar
zanj za zdaj ni eksperimentalne osnove). Sistem vezanega kvarka in njegovega antikvarka
so 1imenovali kvarkonij. Od obeh znanih sistemov te vrste,** mezona ¥ (cc — Carmonija)
in mezona Y (bb), ima slednji precej vedjo maso. Z malo spremenjeno ¢armonijsko teorijo so
pojasnili vse doslej ugotovljene lastnosti mezona Y. Pri tem je treba upoStevati predvsem
veCjo lastno energijo kvarka b, nad 5 GeV. NerelativistiCni opis s potencialom pa je tako

Stirje kvarkiu, d, s in ¢ so nekako ustrezali $tirim leptonom e, v., ™ in v,. Vsi ti delci so
toCkasti fermioni s spinom 3. TezZkemu kvarku b bi ustrezal po tem tezZki lepton v in tezkemu
kvarku t njegov nevtrino »,. Na hamburSkem sestanku so navedli dodatne dokaze o obstoju
tezkega leptona. Ze dve leti so ob SPEAR opazovali povedanje preseka za reakcije elektronov
in pozitronov pri skupni energiji okoli 4 GeV. Samo del tega gre na raCun praga za nastanek
para mezonov D. Skupina M. Perla je opazovala zadnje Case z novimi merilniki reakcije,
pri katerih sta nastala elektron in mion z nasprotnima znakoma naboja in so velik del
energije odnesli nevtralni delci. Ta merjenja, ki so jih ponovili tudi ob DORIS, kazejo
s cedalje vefjo zanesljivostjo, da gre del poveCanja preseka na raCun praga za nastanek
para tezkih leptonov 7~ in t*. Leptona nastaneta e~ + e* — 7= - t* in po zelo kratkem
dasu razpadeta. Tezki lepton 7z~ ali 7+ naj bi imel tedaj lastno energijo med 1,85 GeV in
1,9 GeV. Zgornja msja za lastno energijo njegovega nevtrina », pa je 0,6 GeV [18].

Tako se je v zadnjem &asu precej zjasnila slika, eprav je Se dosti nereSenih vprasanj.
Pomembno je, da se zdi pot v prihodnost pregledna, tako da je mogoce nacCrtovati pomembne
poskuse. |
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M. A. Sifman,

fednarodne astronomske unije (IAU) 1976 v Grenoblu* so privzeli

Na zasedanju N
nove, izboljSane vrednosti za astronomske konstante. Morda bodo nekatere od njih zanimale

tudi bralce Obzornika:

hitrost svetlobe v vakuumu 299792,458 km/s
astronomska enota 149597870 km
. m preleti svetloba

eno astronomsko enoto 499,004782 s
ekvatorski radyy Zemlje 6378,140 km
sploScenost Z@mehsk@@a @hpgmda 1/298,257
2439 km
6052 km
7 B% km

ekvatorski J_adg
ekvatorski radiyj V
ekvatorski radij
ekvatorski radij
ekvatorski radij S
ekvatorski radij L
ekvatorski radiy Nep

ekvatorski radij P 0 Ty
masa Lune | 1/81, 3@068 = 0,01230002 mase Zemlje

masa Sonca 328900,5 mas sistema Zemlja-Luna

Razmerje med maso Sonca in maso posameznega planeta (skupno s sateliti, e jih ima)

Merkur 6023600 Saturn 3498.5

V@mm 408523,5 Uran 22869

Mars 3098710 Neptun 19314

E upiter 1047,355 Pluton 3000000 (priblizno)

Varijan Prosén

B. Irwin, J. Ashbrook, Astronomical Notes from Grenoble, Sky and Telescope, 52 (1976) 419.
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[KA ANTONA KUHLJA

V zivljenju vsakogar so sveCani trenutki,
ki jih deli le s svojimi najblizjimi. Jubilej
akademika profesorja dr. ing. Antona
Kuhlja pa sega Cez te meje. Cez §tirideset
let je ucil in strokovno vzgajal mnoge $tu-
dente. Zlasti pouku mehanike na nasi uni-
verzi je postavil trdne temelje. Povsod kjer
je bila potrebna pomoc, je bil pripravljen
sodelovati in pomagati. Tovariski odnos
in nesebiCno razdajanje znanja odlikujeta
njegovznacaj. S svojim Zivljenjem in delom
nam je resniCno za vzor. Njegov jubilej je
zato tudi naS praznik. Ob tej priliki bi se
mu radi zahvalili za vse, kar nam je dal
kot Clovek, ucitelj in prijatel;.

Rodil se je 11. novembra 1902 na Op-
Cinah pri Trstu. Gimnazijo je obiskoval
v Trstu in konéal v Kranju. Vpisal se je
na oddelek za elektrotehniko tehniske fa-
kultete univerze v Ljubljani in pet let ka-
sneje diplomiral za inZenirja elektrotehnike.
Nekaj let je pouceval na tehniCni srednji
Soli v Ljubljani. Jeseni 1933 je postal do-
cent za teoreticno mehaniko na tehniCni fakulteti ljubljanske univerze. Za doktorja teh-
ni¢nih znanosti je bil promoviran 1936. Ze dve leti kasneje je postal izredni profesor za
mehaniko, 1946 pa redni profesor za mehaniko. Za njegovo pedago$ko, znanstveno in
druzbeno delo mu je fakulteta za naravoslovje in tehnologijo v leto$njem letu podelila —
prvemu s podrocja tehniCnih ved — naziv zasluZni profesor.

Sodeloval je v uredniSkih odborih mnogih revij. Med drugim je bil od 1957 do 1961 tudi
clan uredniSkega odbora Obzornika za matematiko in fiziko.

Z veliko odgovornostjo je opravljal Stevilne druzbene funkcije. V letih obnove 1947—1948
je bil dekan tehniSke fakultete, od 1952—1954 rektor tehniSke visoke $ole, nato pa 3e dve
leti rektor ponovno zdruZene univerze. Nekaj ¢asa je bil znanstveni vodja letalsko-tehni¢nega
inStituta v Beogradu. Bil je direktor inStituta za matematiko, fiziko in mehaniko in direktor
inStituta za turbinske stroje, kjer je Se vedno znanstveni sodelavec. Vrsto let Ze sodeluje v
raznih republiskih komisijah za raziskovalno in izobraZevalno delo.

Redni ¢lan slovenske akademije znanosti in umetnosti je postal 1949, od 1961 pa je njen
podpredsednik. Je Castni in zasluzni ¢lan $tevilnih strokovnih drustev in &astni predsednik
jugoslovanskega drustva za mehaniko. Za svoje Zivljenjsko delo je dobil 1972 Kidri¢evo
nagrado. Trikrat je bil odlikovan z visokimi odlikovanji.

Nasemu dragemu profesorju Zelimo njegovi ucenci in sodelavci predvsem zdravja in
moci, da bi Se dolgo prihajal med nas, nas udil in spodbujal.

Peter Vencelj
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124. ZakrajSek Franc Klasi¢ne kvadraturne formule

125. Bric Rudi Racunanje elementarnih funkcij

126. Fakin Igor Analiza napak pri numeri¢nem reSevanju navadnih diferen-
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Waringov problem

Hammersteinova integralska enacba

131. Kali$nik Anton Cebisevi polinomi v numeriéni analizi
132. Kostreve Ljubomir Obseg p-adi¢nih Stevil in funkcije nad njimi
133. Kugoni¢ Otmar Linearne razsiritve v prostorih zveznih funkcij
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262. Spiler Fran Spektrometrija zarkov y pri ekstremnt lo¢ljivosti in stabilnosti
263. Javornik Miroslav Prosojnost plazme v mo¢nem magnetnem polju

264. Detela Andre;j Elektroopticni modulator s kristalom LiNbO,

265. Hadzi Aleksander Simulacija razvoja zvezdnih gru¢ z ra¢unalnikom

266. Sever Franc Racdunanje protonskih valovnih funkcij z opti¢nim potencialom

267.

Zgonik Marko

Dinamika magnetnih mehurékov

Matematika — III. stopnja

6. Omladic Matjaz Operatorske analiticne funkcije

Delo obravnava analitiCne funkcije, katerih vrednosti leZijo v prostoru linearnih omejenih ope-
ratorjev med dvema Banachovima prostoroma. Se posebej nas zanimajo obrati, enostranski obrati
in relativni obrati takih funkcij. S tega staliS¢a so glavni rezultati dela nanizani v razdelkih III. 5
(potreben in zadosten pogoj za obstoj obrata in enostranskega obrata operatorske analiti¢ne funkcije
na nekem polju), IV. 2 in IV. 3 (obstoj obratov, enostranskih onratov in relativnih obratov posebne
vrste metamorfnih operatorskih funkcij, ki predstavljajo posplositev resolvente Rieszovega opera-
torja) ter IV. 5 (potreben in zadosten pogoj za to, da na nekem punktiranem krogu okoli dane tocke
obstaja obrat operatorske analiti¢ne funkcije in ima v toc¢ki pol stopnje m). Preostanek dela pa pri-
pravlja teren za to gradnjo. V prvem poglavju navajamo nekaj osnovnih definicij in dejstev v zvezi
z vektorskimi analiti¢nimi funkcijami, v drugem pa se pomudimo pri Fredholmovih operatorjih
(orozje, namenjeno prvi polovici Cetrtega poglavja). Tretje poglavje, ki je sicer v ve€jem delu pri-
prava na Allanov izrek (razdelek III. 5), nam kot »stranski produkt« da dva lepa rezultata iz teorije
vektorskih analitiénih funkcij: hitro konvergentni razvoj in izrek o vzdigovanju (razdelek III. 3);
lastni teoreti¢ni pomen ima brzkone tudi izrek o enostranskih obratih v gostih obratnih limitah
(razdelek III. 4).

Fizika — III. stopnja

40. MartinCiC Rafael Prilagoditev eksperimenta za vodenje s procesnim rac¢unalnikom
in meritev reakcije (n, y) na ¥Y in 1 Pr

Dolocitev presekov reakcij °Zr (y, pl) ¥Y in °Zr (y, n)*Zr z
merjenjem kompleksnega razpada residualnih jeder

Absolutna energijska umeritev protonskega elektrostatiCnega
pospeSevalnika

»Ab initio« rac¢unanje magnetnega premika. Molekularni in-
tegrali z gradientno invariantnimi Gaussovimi funkcijami
Jedrska magnetna resonanca feroelektrikov vrste TGS in
NaH,(SeO,),

Akusti¢na emisija pri koroziji

Prispevek kapljiénih konfiguraciy k prosti energiji za primer
Ginzburg-Landauovega funkcionala

41. Pucelj Bogdan
42. Rupnik Peter
43. Zaucer MatjaZ
44, Slak Janez

45. Mozina Janez
46. Sega Igor
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47. Pumpernik Danilo Spin-mrezna relaksacija v tekocinah

48. Solmajer Toma? Vibracijska nihanja in Studij potencialnega polja
ljincne kisline

Meritev fotoprotonskih

dimere mrav-

V delu so 1zradunana magnetna Sugmmabzm@s@ 1n magnetna zasencenja jeder nekaterih mammh
molekul. Prvi€ je bila 1zraCunana susceptibilnost molekul z uporabo splosne baze gradientno invari-
antnih funkcij v okviru teorije samousklajenega polja. Originalen je tudi izraCun susceptibilnosti
drugega reda. Racun magnetnih zassnémj jeder z metodo konéne motnje in z analitiCnim racunanjem
ﬁmﬁgraiﬁv predstavlja natancnejso in f@rmaﬁn@ Eazw alternativo Ditchfieldovi metodi racdunanja
zasenCenj z metodo neskonéne motnje. Rezultati, izrac¢unani z nekoliko mzsm@mmﬁ bazami, so
zanesljivi. Omejitev uporabe metode na vedjih m@E@kumh predstavlja le racunalniski c¢as.

Delo je posveCeno proudevanju robnega problema za linearne diferencialne enacbe
2. r@da

—u gy =Au, —wo =ag=x=<bh

IS¢emo netrivialne reSitve te enacbe v prostoru L*(a, b), ki zadosCajo morebitnim robnim
nogojem v levem in (ali) desnem krajiséu, oblike cu(a) + du’(a) = 0 in eu {b} -+ ﬁg (b) = 0.
Problem se da prevesti v jezik funkcionalne analize. Leva stran zgornje enacbe doloda neki
diferencialni Gmmmr A, definiran na primerni podmnoZici dvakrat odvedljivih funkcij
[2(a, b). Zgornjo enacbo zapiSemo v obliki Au = Au, 18Cemo torej Easme vrednosti in
lastne fu kcije linearnega neomejenega Opﬁmmma A. Ce so robni pogoji primerno izbrani,
je A sebi adjungiran operator. Zanima nas tudi reSitev enacbe Au = f, kjer je f dana funkcija
iz L*(a, b).

nj? iga je razdeljena na tri «

_ dele. V prvem je podan kratek pregled teorije linearnih op
torjev v Hilbertovem prostoru, v drugem pa je izérpno obdelana spektralna teorija sebi
adjungiranih operatorjev. V tretjem }@ obravnavan v za@@ﬂm om@m problem. Izdelana je
Weylova teorija za robni problem. Za visek teorije smemo imeti Titchmarshove formule
za lastne funkcije in lastne @@;k@m operatorja A4, s katerimi se da enostavno izraziti spektralna
druzina operatorja A. Obravnavani so tudi konkretni primeri robnih problemov. V knjigi
je tudi precej nalog. |
Delo je zelo zanimivo Se zato, ker v njem jasno vidimo, kako nam funkcionalna analiza
omogoca kratko m j asno formulirati probleme iz analize in dati nanje tudi nekatere odg
Edl pa se mgf w fimb& Za, | popoln, za@kmzm mzuhaﬁ spet ugmbm amahm
dvsem tistim, ki bi radi

__ Rellicha je pripravljal
pmmm smrti prof. Jorgensa
idn priznani strokovnjak
1atematicni jezik

mkoms za fmsk prof. Jorgens. ]
je delo nadaljeval njegov ulenec m sOd @E@N@c n J. Weidm
diferencialne operatorje. Dopolnil je nekatere d @kam dghm posodobil n
in dodal nekaj novejsih rezultatov.

Anton Suhadolc
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G. Bizam und J. Herczeg, Logik macht Spass. §5 Aufgaben mit Losungen. Budapest,
Akadémial Kiado, 1976, 391 str., 22 cm

Knjiga je nem8ki prevod madzarskega originala: Jatek es Logika. 85 feladatban. Pred
seboj imamo bogato zbirko reSenih miselnih nalog z enotno tematiko: gre predvsem za
iskanje bijektivnih preslikav med konénimi mnoZicami, pri ¢emer mora posamezna pre-
slikava zados$Cati dolo¢enim pogojem. ZnacCilna naloga ima npr. taksno obliko: za Sest
Jjudi je treba ugotoviti njihove poklice in bivaliS€a, ¢e vemo, kateri poklici in kateri kraji
pridejo v postev; pri tem nam je Se na voljo nekaj indirektnih informacij, ki na prvi pogled
povedo zelo malo.

Resitve nalog obsegajo tri Cetrtine knjige in so izdelane v vseh podrobnostih ter po-
gosto v veC variantah. Kakor so naloge urejene sistematiCno, tako njihove resitve postopno
razvijajo in razlagajo ustrezne metode resevanja. Ob tem avtorja povesta tudi marsikaj
teoretiCnega iz logike, mnozic, kombinatorike, geometrije..., kar je tesno povezano z ome-
njeno tematiko. Knjiga pomaga bralcu razvijati logicno misijenje in mu hkrati Siri mate-
matiéno obzorje.

Naloge so skoraj vse originalne in so izbrane premisljeno, tako da so — kljub enotni
tematiki — zelo raznovrstne po tezavnosti in po metodah, ki so za njihovo reSevanje po-
trebne. Po vsebini in tudi po obliki so zastavljene duhovito in mikavno. Besedﬂo uspesno
dopolnjujejo Stevilne slike in razpredelnice.

Knjiga od bralca ne zahteva posebnega matematiCnega znanja in lahko da marsikaj
7e ucencem proti koncu osnovne Sole. Z zanimanjem pa jo bo vzel v roke tudi tisti, ki
matematiko dobro obvlada ali mu je matematika poklic. Avtorja mislita Se na tiste bralce,
ki ne utegnejo predelati vse knjige, in jim svetujeta najprimernejsi izbor in vrstni red nalog.

Janez Rakovec

Proceedings of Equadiff ITI, J. E. Purkiné university. Brno, 1973, 288 strani.

Knjigo je izdala Purkynéjeva univerza v Brnu kot tomus I v Seria monographia zbirke
Folia facultatis scientiarum naturalium universitatis Purkynianae Brunensis. V knjigi so
priobdeni prispevki s tretjega CeSkoslovaskega posvetovanja o diferencialnih enacbah leta
1972 v Brnu (prvo je bilo leta 1962 v Pragi, drugo leta 1966 v Bratislavi). Porocila so raz-
deljena, kot je pa¢ navada, v plenarna in sekcijska (sekcije so bile tri: za navadne dife-
rencialne enacbe, za parcialne diferencialne enacbe, za numeriCno analizo in uporabo).

Iz bogate vsebine prepiSimo le naslove in avtorje plenarnih predavanj: Ob the appro-
ksimation of eigenvalues of non-selfadjoint operators (J. H. Bramble), Finite elements
and numerical stability (J. Descloux), On limit-point and separation criteria for linear
differential expressions (W. N. Everitt, M. Giertz), On some problems of the theory of
the difference schemes (N. N. Janenko), Problemes de frontiere libre lies a certaines que-
stions d’hydraulique (E. Magenes), On a theorem of Brunovsky for periodic optimal control
(L. Markus), Abstract semilinear equations with small parameter (M. Sova), On two-sided
difference methods for ordinary differential equations (E. A. Volkov).

Knjiga je namenjena vsem, ki jih zanima sodobni razvoj teorije diferencialnih enacb
in njihove uporabe.
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Skripta predstavijajo pregleden uvod v poglavje nelinearne funkcionalne analize, ki
je zanimivo samo po sebi pa tudi za uporabo v fiziki, kemiji, biologiji in ekonomiji. Knji-
7ica obsega §tiri poglavja, prvo o osnovah, drugo o razli¢icah Banachovega izreka o negibni
toCki, tretje o nelinearnih operatorskih enacbah v Brouwerjev izrek o negibni tocki

dokaze na primer na dva nacina), ¢etrto o nelinearnih operatorskih enacbah v topologkih
vektorskih prostorih (Leray-Schauderjeva teorija indeksa, pozitivne lastne vrednosti kom-
paktnih operatorjev itd.).

Po knjiZici bo rad posegel vsak, ki ga zanimajo osnove mhm&m@ funkcionalne analize
pa tudi njeni najnovejsi dosezki.

France Krizanic

Budim m #¢ porocal. Knjiga daje dober vpogled v nekatera novejsa
podrocja tega dela teorijske fizike.
Kot sicer na konferenci je tudi tu prevladoval problem kriticnih fazm
em je bilo posvecenih kar 5 izmed vseh 12 predavanj. Na celu je % 1 K. G. Wilson, mla-
deniC s Cem@ﬂom univerze, ki je razlozil svojo metodo Tenor! nalizacije. Za to delo, ki
je Sele omogocilo dosledno analiticno lotevanje, so mu dali ohmmmmvﬁ odlikovanie.
/. drugih strani in z drugadnim matematiénim prikazovanjem so se istega problema lotili
;. S hmj 1z Moskve ﬁﬂ }@ sicer znan 7z d @h 17 @fgﬁdij ske teor Ej@ L. P. Kadanoff in so-
[asinio iz Rima. O transportnih pojavih blizu

d&wa 7z Brownove univerze ter G. C
. Halperin iz Bellovih laboratorijev.

stanja pa je razpravljal B.
mgﬁh predavanj so bile prav mmdﬂw Hud problem predstavlja tvorba za-

mdkov pri faznih spremembah (npr. kapljic pri kondenzaciji ali mehurékov pri izpare-
vanju); o tem je porocal K. Binder iz Saarbriickena. — Ko se kak sistem mocno odmakne
d termodinamiénega ravnovesja, se v njem lahko pojavijo urejene strukture (kot npr,
urejeni celiéni vrtinci v ogrevani plasti olja). O pojavih te vrste je razpravljal H. Haken
iz Stuttgarta. — Teorija turbulence bolj in bolj sodi v statistiCno mehaniko, kot je pokazalo
predavanje P. C. Martina s Harvardove univerze. — Slisali smo Se o fluktuacijah (N. G.
van Kampen iz Utrechta), o ekscitonih (A. A. Abrikosov iz Moskve) in celo o starodavnem
plinskem modelu iz trdih kroglic (P. Résibois iz Bruslja).

Veliko novega z vseh teh in Se drugih podrodij bo najbrz prinesla tudi naslednja taka

konferenca, ki bo letos v Haifi (Izrael).

prehodov;

lvan Kuscer

Pmpmsu zgi@dg 1z topoloske dinamike (France Kriz
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