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Glasilo Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
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Obzornik za matematiko in fiziko objavlja znanstvene in strokovne Clanke 1z matematike,
fizike i astronomije, vCasih tudi kak prevod. Poleg clankov objavlja prikaze novih knjig
s teh podrocij, porocila o dejavnostt Drustva matematikov, fizikov in-astronomov Slovenije
ter vesti o drugih pomembnih dogodkih v okviru omenjenth znanstvenih ved. Prispevki
naj bodo zanimivi in razumljivi SirSemu krogu bralcev, diplomantov 1z omenjenth strok.

e

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (oz. avtorjev), sedez institucyje, kjer avtor(ji) de-
la(jo), 1zvleCek v slovenskem jeziku, naslov in 1zvleCek v angleSkem jeziku, klasifikacijo
(MSC oziroma PACS) in citirano literaturo. Slike in tabele, ki naj bodo oStevilCene, morajo
imeti dovolj iz&rpen opis, da jih lahko vedinoma razumemo lodeno od besedila. Avtorji
clankov, ki Zelijo objaviti slike 1z drugih virov, s1 morajo za to sami priskrbeti dovoljenje
(copyright). Prispevki morajo biti poslani v dvojniku, natisnjeni enostransko na belem
papirju formata A4. Zazelena velikost ¢rk je 12 pt, razmik med vrsticami pa vsaj 18 pt.

Prispevke poSljite odgovornemu uredniku ali uredniku za matematiko oziroma fiziko na
zgoraj napisani naslov uredniStva. Vsak Clanek se praviloma poslje vsaj enemu anoni-
mnemu recenzentu, ki mora predvsem natancno ocenifi, kako je obravnavana tema pred-
stavljena, manj pomembna pa je originalnost (in pri matematicnih clankih sploSnost) rezul-
tatov. Ce je prispevek sprejet v objavo in ¢e je besedilo napisano z ra¢unalnikom, potem
urednik prosi avtorja za izvorno datoteko. Le-te naj bodo praviloma napisane v eni od
standardnih razli¢ic urejevalnikov TeX oziroma IATEX, kar bo olajSalo uredniski postopek.
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Reed-Solomonove kode so izjemno uspe$ne na podrocéju hranjenja podatkov (CD,
DVD) ter prenasanja podatkov v naSem osoncju (sonda Cassini je po sedmih letih vstopila
v Saturnovo orbito in bo naslednja stiri leta od tam posiljala slike na Zemljo). V sestavku
obravnavamo Reed-Solomonove kode. Opisemo originalen pristop Reeda in Solomona
ter pristop z linearnimi ciklicnimi kodami. Povezava med njima je izpeljana s konc¢no
Fourierovo transformacijo. Predstavimo tudi polinomski algoritem za njihovo odkodiranje.

Reed-Solomon codes are thriving with its applications in the field of data storage (CD,
DVD) and data transmition in our solar system (after seven years Cassini space probe has
reached Saturn’s orbit and will be sending images back to Earth for the next four years).
Reed-Solomon codes are described via two different approaches: the original approach of
Reed and Solomon using interpolation polynomials and the classical approach with linear
cyclic codes. The connection between these two approaches is established through the
finite Fourier transform. We also present a polynomial decoding algorithm.

Namen transformiranja sporocila pred pogiljanjem (ali hranjenjem) in-
formacije je lahko razlicen:

e dodajanje kontrolnih bitov, ki nam omogocajo odkrivanje in odpravljanje
morebitnih napak po prejetju ali ponovnem branju;

o zakritje teksta pred nepooblasc¢eno osebo:

L oB @

e kompresija teksta, da se izognemo nepotrebni informaciji.

oznostjo, z drugo kriptog
Prenosni n

diranja se ukvarja s prvo n
medtem ko ostaja zadnja obic¢ajno v domeni inZenirjev.
na primer telefonske linije, omrezja in satelitske povezave, ter mediji za
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shranjevanje, na primer opti¢ni in magnetni diski, trakovi, obi¢ajno Se zdalec
niso popolni. Ce zelimo zanesljive prenose in hranjenje v podatkovnih bazah,
potem so kode za odpravljanje napak nepogresljive. Eden izmed zgodmlh
uspehov teorije kodiranja je kvaliteta slik, ki jih poSiljajo sateliti. Ce ne
bl uporabljali kod za odpravljanje napak, posiljke ne b1l vsebovale slik, na
Zemljo bi prisel le nakljuc¢en Sum!

Vesoljska sonda Cassini je na svoji poti k Saturnu posnela Jupiter. Saturn je dosegla
julija 2004 (glej http://www.ssd.rl.ac.uk/news/cassini/mission/cas.html) in od tam
poSilja slike na Zemljo. Sonda je prepotovala Ze milijardo kilometrov, v prihodnjih
Stirih letih pa bo 76-krat obkrozila Saturn in izvedla 52 preletov v blizino sedmih izmed
31 znanih Saturnovih lun. Je najvecja medplanetarna sonda doslej, uporablja pa tudi
Reed-Solomonove kode (na kratko RS-kode) za prenos podatkov na Zemljo. Cassini
je skupen projekt NASA ter evropske in italijanske vesoljske agencije, ki vkljucuje
4 300 ljudi in je vreden 3.3 milijarde dolarjev. Na dan lahko poslje na. Zemljo do 4 GB
podatkov.

Drugi zelo pomemben uspeh RS-kod pa so zgoscenke (CD in DVD). Njihovo
matematicno plat smo opisali Ze v Preseku |7].

V tem sestavku bomo torej spoznali kode, ki sta jih v 60. letih prejSnjega
stoletja vpeljala Irving Reed in Gustave Solomon [9|. Takrat sta bila zapo-
slena v enem izmed Lincolnovih laboratorijev na slovitem MIT. Za svoje
kode sta uporabila ve¢ kot 100 let staro teorijo kon¢nih obsegov francoskega
matematika Evarista Galoisa. Reed-Solomonov ¢lanek je predlagal zelo ele-
ganten nacin procesiranja podatkov, vendar pa se nih¢e ni zavedal pravega
pomena, npr. ali je tak nacin res prakticen (in tedaj verjetno sploh ni bil).
Kar nekaj ¢asa je bilo treba, da je tehnologija ujela korak s teorijo in omogo-
¢ila ucinkovite implementacije teh kod (v 60. letih prejSnjega stoletja ni bilo
hitre digitalne elektronike, vsaj glede na danaSnje standarde). Prvi korak
v to smer pa je bila ugotovitev, da so Reed-Solomonove kode samo pose-
ben primer SirSega razreda ciklicnih BCH-kod. Danes so RS-kode primer
uc¢inkovitih in popularnih kod na sStevilnih podroé¢jih, kot so:

e naprave za skladis¢enje/hranjenje podatkov (trdi diski, CD, DVD ...) in
njihovo branje (predvajalniki, digitalna televizija ... );

e brezzitne komunikacije (mobilni telefoni, mikrovalovne povezave ... );

o satelitske komunikacije (Voyager, Mariner, Mars Lander, Cassini ... );

e modemi za Sirokopasovne povezave (ADSL, xDSL ...).

Prednost RS-kod je v tem, da znajo z enako lahkoto popraviti simbol z eno
samo bitno napako kakor tudi simbol, pri katerem so napacni vsi biti. Zato
so RS-kode posebej primerne za odpravljanje grozdnih napak (tj. napak, kjer

130 Obzornik mat. fiz. 51 (2004) 5
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se napacni biti drzijo skupaj). To pa pomeni, da so R
enakomerno porazdeljene napake. Druge kode, kot npr. k
so boljse za odpravljanje nakbucm | napak, za‘m pogosto bloke
prej zakodiramo s konvolucijskimi kodami in tako omogoc¢imo odpornost
tako na grozdne kakor tudi na naklju¢ne napake.

Ta c¢lanek je kratek uvod v Reed-5Solomonove kode, ki dosezejo Single-
tonovo mejo (glej naslednji razdelek). Po razdelku, v katerem na kratko
opiSemo najosnovnejSe o kodah, je v tretjem razdelku opisan originalen pri-
stop Reeda in Solomona. Prepricamo se, da gre za linearne kode. Po kraj-
Sem razdelku o konc¢nih obsegih pokazemo v naslednjem razdelku s konc¢no
Fourierovo transformacijo, da so RS-kode ekvivalentne posebnemu razredu
linearnih cikli¢nih kod. V 5. razdelku predstavimo Se polinomski algoritem

za odkodiranje R5S-kod.

Koda je podmnozica nekega prostora, v katerem je definirana razdalja.
Elementom kode bomo rekli tudi kodne besede. Kodiranje je prirejanje
kodnih besed posameznim mformacgam Ce pri prenosu/ hramemu kodne
besede ni prislo do napak, je odkodiranje obratno prirejanju. V naspro-
tnem primeru pa pri odkodiranju obi¢ajno prejeto besedo ,popravimo” tako,
da izberemo kodno besedo ki je prejem besedi najblizja. Temu recemo prin-
eda. Precej raziskav na podroc¢ju teorije kodiranja je
usmemeno 1% 1zbohsavo razmerja med verjetnostjo, da je ugibanje odkodir-
nega postopka pravilno, in kompleksnostjo kodiranja in odkodiranja.
Intuitivno si lahko predstavljamo prostor kot veénadstropno stanovanj-
sko hiSo (blok), kodne besede pa so sredisc¢a izbranih sob. Informacijo pred-
stavimo (zakodiramo) tako, da v sredisca nekaterih izbranih sob postavimo
zoge. Prenos informacij je potem podoben potresu, ki Zoge prestavlja. Od-
kodirni proces pa poskusa Zoge vrniti nazaj v sredisca. Ce je potres zelo
mocan in zoga konca v drugi sobi, potem pride do napacnega popravka,
kadar pa zoga ne zapusti sobe, vsaj na prvi pogled ni problema.
Najpogosteje si za prostor izberemo mnozico vseh n-teric s simboli iz

neke konéne mnozice F', imenovane tudi abeceda:

an{(G;g?a;ljwwanml)‘a@EFj @ZO?LHWN—}}”

Razdalja kode je najmanjsa razdalja med razli¢nimi kodnimi besedami.
tem primeru je razdalja med dvema n-tericama stevﬂo mest, na katerih se
razlikujeta. Pravimo ji tudi Hamming dalja, po enem izmed pio-
nirjev teorije kodiranja. Kadar je koda podmnozica takega prostora, recemo,
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da gre za blo¢ne kode dolZine nn. Obi¢ajno razbijemo dano sporocilo na
bloke fiksne dolzine (oznaka k, kjer je 0 < k < n), ki jih nato povezemo s
kodnimi besedami z neko bijektivno korespondenco. Taka korespondenca
je posebno naravna, kadar kodo predstavlja k-razsezen linearen podpro-
stor n-razseznega vektorskega prostora. Tedaj reCemo, da gre za linearno
(n, k)-kodo.

Lahko pa bi si za prostor izbrali tudi kaj drugega, na primer graf, kjer
je razdalja med dvema vozliS¢ema dolzina najkrajSe poti med njima. Za
uvod v teorijo kodiranja glej Jurisi¢ |7|, Klavzar |8] ter Vanstone in Van
Oorschot [11], za referenc¢no knjigo pa Pless idr. |5].

Ce privzamemo odkodirni princip najbliZzjega soseda, ima koda, ki od-
pravi (do) ¢ napak, razdaljo d > 2t + 1, saj morajo biti krogle s sredis¢em
v kodnih besedah in radijem ¢ disjunktne. Pri kodi nas najbolj zanima, ko-
liko napak lahko odpravimo glede na to, koliko kontrolnih bitov smo dodali

osnovni informaciji. V tej smeri nam pomaga naslednji rezultat:

Lema 1 (Singletonova meja [10]). Naj bo C blocna koda dolzine n nad

~abecedo s g elements in d njena razdalja. Potem je Stevilo elementov kode C
kvecjemu g™+,

Dokaz. Naj bo C”" koda, ki jo konstruiramo iz kode C' tako, da izberemo
d—1 koordinat in jih zbrisemo v vseh kodnih besedah. Ker je razdalja kode C
enaka d, imata obe kodi enako Stevilo elementov (iz razlicnih elementov
kode C' nismo mogli dobiti istega elementa kode C’). Koda C’ ima dolzino
n —d+ 1, zato ima (in s tem tudi koda C') najve¢ ¢" 4T elementov. =

Ce izberemo za sporocila vse mozZzne k-terice nad abecedo s g elementi ter
obstaja bijekcija med sporocili in kodnimi besedami iz ¢’ C F", ima koda C
Qk elementov in pravimo, da gre za

1, k)-kodo. V tem primeru se Single-
tonova meja prevede v zgornjo mejo za razdaljo kode:

d<n-—k+1. (1)

Od tod in iz neenakosti 2t + 1 < d sledi, da ima koda vsaj 2t kontrolnih

bitov, tj.
n—k
t < . 2
e (2)
Torej lahko (n, k)-koda odpravi kvecjemu |(n — k)/2| napak.
Vpeljimo Se nekaj oznak, ki jih bomo uporabljali skozi celoten ¢lanek. Za
abecedo si1 izberimo elemente konénega obsega s g elementi, kjer je ¢ potenca

nekega prastevila, oznaka F = GF(q) (angl. Galois Field). Ce je ¢ prastevilo,
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je GF(q) kar obseg Z,, v katerem racunamo z ostanki po modulu q. Za razu-
mevanje clanka si lahko bralec, ki mu pojem kon¢nega obsega ni domac, pod
kon¢nim obsegom predstavlja kar le-tega. Mnozica [F'" z obi¢ajnim seSteva-
njem in mnozenjem po komponentah je vektorski prostor nad
ne bi bilo nujno, bomo obravnavo poenostavili in v nadaljevanju privzeli,
da je dolZzina kodnih besed enaka kar n = ¢ — 1. Dobro je znano, da je
multiplikativna grupa koncénega obsega I cikli¢na. To pomeni, da obstaja v
F primitiven element o, tj. tak element a € F, da je o™ =1 in o =~ 1 za
vsak i € {1,...,n— 1}

3. Polinomi

s prirejenim polinomom m(x) = mg + miz + - - - + my
vrednosti ¢; = m(at), i € {0,...,n— 1} in iz njih sestavim

C = (CO?Ch o e 7C?7;-~—-1> °

Da bo odkodiranje mozno, mora seveda veljati £ < n. V tem primeru
nas Lagrangeeva formula za polinomsko interpolacijo prepri¢a, da ni preved
pricakovati obstoj odkodirnega algoritema za RS-kode, ki bi opazil morebitne
nepravilnosti in jih odpravil. Bistveno vpraSanje pa je, ali je tak algoritem
ucinkovit. Prvi postopek za odkodiranje sta predlagala Reed in Solomon.
Le-ta temelji na reSevanju velikega Stevila sistemov enac¢b. Ko sprejmemo
kodno besedo ¢ = (¢g, c1,-..,cn_1), lahko sporocilo m = (mg,m1,...,mMr_1)
izratunamo iz naslednjega (predolocenega) sistema enach:

o —T— 1y T 179 T M1,
- N1 BN mz&z B mkwlng17

10?50 (3)

S 5
|
E

2
- mia”© + maa® +

-
)
]

3
-
|

Cn—1 = MMy ~ mign’_l — mQOé(nwl).Q -+ ..+ mkwlg(nml)(k""l) .,
Poglejmo mnozico poljubnih £ enach, ki ustrezajo k-elementni podmnozici

{aha,zw,,,a;k} C {L&,...,Gﬁnml}.
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Njihovi koeficienti tvorijo Vandermondovo matriko z determinanto

2 k—1
1 a1 af ... a
ay ai ... ag_l
= %
2 kml o
Le-ta je v obsegu I razli¢na od 0, saj je a; # a; za vse 1,5 € {1,...,k}, za

katere velja 7 # 7. Zato ima sistem enoli¢no resitev v IF.

Ce se pri prenosu ne bi pojavila napaka, bi lahko z izbiro poljubne
k-elementne podmnozice obrnljivih elementov v I dobili sistem enacb, iz ka-
terega bi lahko dolo¢ili celotno sporocilo (mg, ..., mg_1). Tako k-elementno
podmnozico lahko izberemo na (Z’) nacinov. Ce pa pri prenosu nastanejo
napake, nam lahko razliéni sistemi enacb dajo razli¢cne reSitve. Naslednja
lema nam zagotovlja, da se prava reSitev pojavi najveckrat, e le Stevilo

napak ni preveliko.

Lema 2. Ce pride pri prenosu ali pri branju kodne besede (co,...,cn_1)
RS(n,k)-kode do s napak, se pri reSevanju podsistema k-tih enach iz (3)
pojavt napacna resitev (k-terica) najvec

— 1
(S ™ }Z ) -krat.

Dokaz. Enacbe sistema (3) ustrezajo hiperravninam v k-razseznem prostoru.
Zaradi linearne neodvisnosti poljubnih £ vektorjev, ki dolo¢ajo te hiperrav-
nine, se poljubnih & hiperravnin seka v eni tocki (4). V napac¢ni tocki pa
se lahko seka najve¢ s + £ — 1 hiperravnin, saj je med njimi lahko najvec
k — 1 takih, ki se pri prenosu niso spremenile (k nespremenjenih ena¢b nam
namrec ze da pravo resitev) in najvec s takih, ki so se spremenile. Napacno
tocko (tj. k-terico) lahko dobimo torej na najve¢ toliko nacinov, kot smo
éeleh dokaz atl. =

Izrek 3. RS(n,k)-koda je linearna (n, k)-koda.

Dokaz. Naj bosta ¢ in ¢ poljubni kodni besedi RS-kode ter m(z) in m/(x)
polinoma sporocila, katerima ustrezata ti dve kodni besedi. Potem za A,

NeFinie{0,1,...,n— 1} velja

()\c + )\’c’) = \m (oai) + \N'm/ (oz'i) =P (of) 7

1
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Reed-Solomonove kode

kjer je p(x) = Am(x) + Xm/(z). Od tod sledi, da je Ac + X' kodna beseda,
ki ustreza sporoéilu Am + X'm/ in je RS-koda linearna. Kodne besede a; :=
(1,0, 0%, ... ,a/(”“l)ﬁ) s prirejenimi polinomi 2%, ¢ € {0,1,...,k — 1} so
linearno neodvisne, saj jih lahko zlozimo v Vandermondovo matriko, katere

determinanta je razlicna od ni¢, ker so &tevila 1,a,a?,...,a" ! paroma
razli¢na.

Potrebno je le Se preveriti, da je poljubna kodna beseda ¢, ki ustreza

nekemu polinomu sporodila m(x) = ) 2, linearna kombinacija le-

L 3=0 "1
teh:

A
|

|

Torej je RS-koda res k-razsezna. =

Sedaj pa se prepricajmo, da za RS(n, k)-kode v Singletonovi oceni velja
enakost, tj. za dani naravni Stevili n in k odpravijo RS(n, k)-kode najvecje
mozno Stevilo napak.

. RS(n, k)-koda odpravi | (n — k)/2q| napak, njena razdalja pa je n—

Dokaz. Privzemimo, da je pri prenosu RS-kodne besede prislo do s napak.
Potem dobimo po lemi 2 pri reSevanju vseh moznih podsistemov k-tih enacb
vsako napacno resitev najvec (S+£W1)-—kra‘t? pravo pa (", ®)-krat. Slednje
stevilo je veéje natanko tedaj, ko jen—s > s+k—1 oziroma s < (n—k+1)/2.
Ker je s celo stevilo, lahko RS-koda na ta nac¢in odpravi poljubnih |(n—k) /2]
napak. Torej je njena razdalja vsaj n—k-+1. Iz izreka 3 sledi, da ima RS-koda

¢" elementov. Zaradi Singletonove meje (1) pa je razdalja enaka n — k + 1.

Seveda je ta nacin za odkodiranje prepocasen, saj zahteva reSevanje (Z’)
sistemov enach velikosti £ X k, kar je eksponentna casovna zahtevnost glede
V nadaljevanju bomo spoznali tudi polinomske algoritme.

na k.

Racdunanje v kon¢

Koncne obsege je vpeljal GGalois v tridesetih letih 19. stoletja. V slovenski
literaturi so predstavljeni Zze v ucbeniku Algebra Ivana Vidava [12], pred

5 o ey, E] & P -ﬁr)r::
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kratkim pa smo v Preseku |7| lahko brali tudi o rac¢unanju v (manjsih)
konc¢nih obsegih. Zato si le na konkretnem primeru, ki ga bomo uporabljali
v naslednjih razdelkih, oglejmo, kako v praksi sestevamo in mnozimo.

Obseg GF(2%) lahko skonstruiramo z razsiritvijo obsega Zs z ni¢lo a ne-
razcepnega polinoma p(x) = z* 4+ o + 1, glej npr. Vidav [12, VIL5]. Obseg
GF(2%) je vektorski prostor nad Zs z bazo {1,a,a?,a’}. SeStevanje v tem
obsegu je ¢isto obicajno seStevanje vektorjev (aritmetika koeficientov se iz-
vaja v Z9). Za mnoZenje je mnoZica nenicelnih elementov GF(2%) cikli¢na
grupa. Nenicelne elemente tega obsega predstavimo kar kot potence ele-
menta «. Ker je a ni¢la polinoma p(x) in je karakteristika obsega enaka 2,
velja a* = o+ 1 in lahko potenco a* predstavimo s éetverico (1100). Po-
dobno iz a® = o + « sledi, da lahko o predstavimo z (0110), o z (0011)
niza"=a*+a’=a’+a+1s%a’z (1101). Ce ta postopek nadaljujemo
ter dodamo Se element 0, ki ga predstavimo z o, dobimo zvezo med ekspo-
nentno in vektorsko predstavitvijo elementov obsega GF(2%), glej tabelo 1.
MnozZenje je pri t. 1. eksponentni predstavitvi obsega seveda enostavnejse,

npr.

0® 0l =18 =3

(pri zadnjem enacaju smo upostevali a'® = 1, saj je o generator multi-

plikativne grupe GF(2%) in ima zato red 15), pri seStevanju v eksponentni
predstavitvi pa uporabimo ZechlLog tabelo (tabela 1), s katero prevedemo
sedtevanje na mnoZenje, npr. elementa o° in a° sedtejemo na naslednji nadin:

03+ 0 = a®(1+a?) = ®a*® = a3a® = oll.

Naj opomnimo, da je pri zelo velikih kon¢nih obsegih (ki jih uporabljamo

npr. v kriptografiji) sestavljanje ZechLog tabele, pa tudi njeno hranjenje,
absolutno prezahtevna naloga.

Reed-Solomonove kode kot linearne cikliécne kode

Linearna koda C' C "™ je cikli¢na, ¢e je za vsako kodno besedo ¢ =
(cg,c1,...,Cn_1) tudi njen cikliéni pomik, tj. beseda ¢ = (¢h_1,c9,¢1,. ..,
¢n—2), kodna beseda. Zelo uporabno reprezentacijo ciklicne kode dobimo,
¢e kodne besede predstavimo s polinomi. Kodni besedi ¢ podobno kot pri
sporodilu priredimo polinom ¢(z) = ¢y + 1@ + -+ - + ¢,_12" . Cikli¢nemu
pomiku potem ustreza polinom

1

d(v) = cp_1 + cox + 1l 4+ Fepax” t=xc(z) — i (2" — 1).
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Reed-Solomonove kode

o | 0000 1000 0100 0010 0001 1100 0110 0011
.| oo 0 1 2 3 1 5 6
() | O 0 4 3 14 1 10 13
ot | 1101 1010 0101 1110 0111 1111 1011 1001
; 7 3 9 10 11 12 13 14
z(0) |9 2 7 5 12 11 6 3

Tabela 1. Zechl.og tabela vektorske in eksponentne predstavitve obsega GF (24% ki
je generiran z ni¢lo a nerazcepnega polinoma p(x) = 1+ = 4+ z*. Z njo lahko prevedemo

sedtevanje na mnozenje, saj iz enakosti o + ot = omnEM) (1 —+ ama}‘:(k?h’)_mm(k’h)) sleds,

da je dovolj za vsak i najti tako &tevilo z(7), da bo veljalo 1 4+ o' = o)

" kolobarju polinomov R,, = Flz]/(x2" — 1), kjer gledamo polinome po mo-
dulu polinoma z' — 1, dobimo cikli¢ni pomik kar z mnoZenjem s polino-
mom . Zato bomo pogosto enacili kodne besede s polinomi po modulu
polinoma z™ — 1, tj. delali v kolobarju R,,.

Za obravnavo cikliénih kod je izdelana lepa in zanimiva teorija, katere
osnove lahko najdemo v vecini uc¢benikov iz teorije kodiranja, glej npr. Van-
stone idr. |11], mi pa se omejimo le na najnujnejse.

[zrek 5. Naj bosta n in k naravni stevili, n > k, g(x) monicen polinom (.
polinom z vodilnim koeficientom 1) stopnje n — k, ki deli polinom x™ — 1.
Potem je S = {a(x)g(x);deg(a) < k} ciklicen podprostor vektorskega pro-
stora R, in B ={g(z),zg(x),..., 2" tg(x)} baza podprostora S.

Dokaz. Ocitno je S podprostor v R,,. Pokazimo, da je S ciklicen, tj. za
polinom p(x) := a(x)g(x) € S moramo pokazati, da je tudi polinom p;(z) :=
Qsp( ) mod (2" — 1) v S§. To je o¢itno, saj je razlika pi(x) — x p(x) deljiva
z z" — 1, ki je deljiv z g(x), polinom p(x) pa je tudi deljiv z g(x). Zato je z
g(x) deljiv tudi polinom pq(x).

Sedaj pa pokazimo, da je mnozica B baza podpmsmla 5. Predposta-

vimo, da je poljubna linearna kombinacija — I \;zg(z) enaka 0. Ce ob-
staja najvecji indeks j, za katerega je A\; # 0, p@faem je koeficient ob &~ F+7
enak A;, kar pomeni, da mora bitt A; = 0. Torej je B res mnozica linearno
neodvisnih vektorjev.
Fnostavno preverimo Se, da vektorji iz B napenjajo ves podprostor 5.
Vzamemo poljuben p(x) € S, potem je p(x) = a(z)g(x) za neki a(x) = ag +
12+ +ap_12™ L. Torej je p(z) = agg(x) —}—amg( H— -+ ap_12 tg(x)
res linearna kombinacija polinomov iz {g(x), zg(z),..., 2" 1g(z)}. =

) i A D i
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Podmnozica S je ideal komutativnega kolobarja R, Ce je zaprta za seSte-
vanje in je za vsak » € R in za vsak s € § tudi rs € §. Izrek nam torej pove,
da je vsak k-razsezni podprostor S, ki ustreza idealu/kodi v R,,, generira-
nemu s polinomom g(x) stopnje n — k, ki deli 2" — 1, cikli¢en. Polinom g¢(x)
imenujemo generatorski polinom linearne cikli¢ne kode S.

Kolobar R, je glavni kolobar, tj. vsak njegov ideal je generiran z enim
samim polinomom. Ni se tezko prepricati, da ideali v R,, ustrezajo natanko
cikli¢nim kodam v F". Ustrezen polinom cikli¢ne kode deli modul z™ — 1.
Kodiranje pri cikli¢nih kodah je potem kar mnoZenje polinoma sporocila z
generatorskim polinomom g(x).

RS-kode lahko opisemo tudi kot posebne vrste linearne cikli¢ne kode.

Izrek 6. Naj bo ¥ koncen obseqg s g elementi in n :=q — 1. Naj bo k tako
stevilo, da velja 1 < k < n mmd:=n—k+1 ter o primitiven element
v F. Koda Ci naj bo linearna ciklicna koda z generatorskim polinomom
g(z) = (z—a)(z—a?)...(x —a®1), koda Cy pa naj bo RS-koda, pri kateri
sporocilum € F* s prirejenim polinomom m(x) = mo+miz+- - -+my_12~° !
priredimo kodno besedo (m(a),m(ca?),...,m(a™)). Potem kodi Cy in C
sestavljajo iste kodne besede.

Naj opozorimo, da zgornji izrek ne trdi, da istemu sporocilu v obeh primerih
priredimo isto kodno besedo in da izrek velja tudi, ¢e pogoj n = ¢q — 1
zamenjamo s (¢ — 1) |n.

Dokaz. Naj bo ¢ = (cp,c1,...,¢n_1) beseda iz kode C7, ki pripada sporo-
Gilu m. Prirejeni polinom c¢(x) = cg + c1x + -+ + ¢p_12™ ! potem lahko
zapiSemo v obliki ¢(x) = m(x)g(x). Prepricajmo se, da je beseda ¢ tudi v
kodi (5. Torej je treba poiskati tak polinom f(z) stopnje najve¢ k — 1, da
boc; = f(a*)zai € {0,...,n—1}. Najbo p(z) = po+pix-+-- +pp_12" 1,
tako da velja

c(a™7) |
pj: - ] jﬂO?“,,nml, (5)

Izra¢unajmo najprej vrednosti p(a?), i € {0, ...

p(a’) = )
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Pri zadnjem enacaju smo upostevali, da je izraz v zadnjem oklepaju enak n
za, h = 1, sicer pa 0. To vidimo takole: « je primitiven element, zato je
a"™ = 1 in a # 1, se pravi, da je «a niéla polinoma (z" — 1)/(z — 1) =
l+2x+2°+---+ 2" 1 enako velja tudi za vse potence «, ki so razli¢ne od

ena.
Polinom c¢(x) je deljiv s polinomom
njegove nicle. Ker jed—1 =n—k, to pomeni, daza j € {n E n—2,....k}
velja c(@™?) = ¢(a™7) = 0 in zato tudi p; = 0. Tore] ima pdmo p(m)
stopnjo najve¢ k — 1 in si ga lahko izberemo za iskani polinom f(z). Ker je
bﬁo m poljubno sporoéilo iz F¥, sklepamo o velja C7 C Ch.
Concno iz 1izrekov 3 in 5 sledi da sta kodi C in C9 linearni in k-razsezni,

mmg mora veljati enakost C =

g(z), zato so a,a? ..., a%! tudi

Pravkar dokazani izrek nam da alternativno definicijo RS-kod. Le-ta
0mogoca @nogmfvno in hitro odkodiranje, ki ga bomo predstavili v nasle-

gm’aj opisana transformacija, ki pmshk& clx) v f(x), je
ja v konc¢nih obsegih in je

dnjem razdelku.
znana kot (inverzna) Fourierova transformacij
diskreten analog Fourierove tmnsfor nacije v analizi 13, Ch. 6].

Naj bo IF koncen obseg s g elementi in n := ¢ — 1. Naj bo k tako Stevilo,
daveljal < k<nind:=n—k-+1. Naj bo a primitiven element v [ in

glz)=(z—a)(z —a?) ... (z —a® 1),

Obravnavamo odkodiranje pri RS(n, k)-kodi, generirani s polinomom g(x).
Naj bo c¢(x) = a(x)g(z) poslana kodna beseda, r(z) pa prejeta beseda.
Lahko jo zapisemo v obliki

rz) = o(z) + e(z), )

kjer je e(z) polinom napake. Ce pri prenosu ni prislo do napake, je e (x)
enak ni¢ in je p0hn0 r(z) deljiv z g(x). Polinom sporodila a(x) dObi no iz

r(x) kar z deljenjem s polinomom g(z). Ce je prislo do napake, pa !
kodiranje tezje. Opisali bomo metodo, ki odkodiranje prevede na reSevanje
posebnega sistema enacb.

Vemo, da obstajata taka polinoma h(zx) in s(z), d

r(x) = h() - g(x) + s(x) in deg(s(x)) < deg(g(z)). (1)

o % e A Y
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Polinom s(7) imenujemo sindrom prejete besede r(z). Ker so «, a?, ...,

a?™! ni¢le polinoma ¢(x) in zato tudi polinoma c(x), velja zaradi (6) in (7)
naslednja zveza:

?"(()&i)ze(&i)$8((ﬁl{i) zat=1,...,d—1. (8)

Predpostavimo, da pri prenosu ni prislo do ve¢ kot ¢ < |(d — 1)/2] na-
pak, kolikor jih koda najve¢ lahko odpravi. Naj bodo ag,a1,...,ap-1 €
{0,...,n — 1} mesta v kodni besedi, na katerih je priglo do napake. Potem
lahko polinom e(x) zapisemo v obliki

Koli¢ino s(a') oznacimo s S;. Eksponenti a; v potenci a® nam povedo
polozaje napak, zato stevila o® 1Imenujemo lokatorji napak. Vrednosti A;
pa so velikosti napak. Iz (8) dobimo sistem enacb

z neznankami A; n a“, j = 0,...,£ — 1. Z uvedbo oznak X; = a%,
7=0,...,£—1, sistem (9) zapiSemo v obliki

e
|

AoXo A+ ANy A A1 X,
)\ng" T /\1X12 T )\Eleggml )

3R
I

, (10)
Soc1 = Ao X$Th 4+ Xl o N x0T

Ta sistem d — 1 enacb z 2¢ neznankami (), in X;) se je v preteklosti po-
javil pri reSevanju razlicnih problemov, glej Barg |1]. Prvi se je verjetno z
njim ukvarjal baron de Prony Ze okrog leta 1795 pri reSevanju nekega inter-
polacijskega problema. Zanimivo je, da so razli¢ni avtorji predlagali prece]
podoben nadin za reSevanje sistema (10), ki ga bomo opisali spodaj. Najpre;
pois¢emo vrednosti X, nato pa lahko iz sistema (10) pois€emo Se velikosti
napak, saj je sistem enacb za A;, 1 = 0,. E — 1, hnearen

Naj bo o(x )—1+01$+02$ + - +0"£$
oziroma bolj precizno polinom, ki ima za nic¢le ravno mverzne wednosm
lokatorjev napak, tj. | fmé(l X,z). Zato velja:

NXHo(X) =0 zaj=0,...,4—1, (11)
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kode

Reed-Solomonove

kjer je w naravno Stevilo manjSe ali enako #. SeStejmo enachbe (11), uposte-
10) in dobimo

vajmo Se sistem

O JR— J— —
kar je rekurzivna enacba za zaporedje {5;}:
§1§U,+5—1 - G2S%L+€w2 4 gﬁsu — — Oyl (12}

Ko u tece od 1,.... /¢, dobimo sistem linearnih enac¢b za 0;, 1 =1,...74, ki ga
lahko zapiSemo v matri¢ni obliki

S1 Sy ... Sy o, Spiq
So 53 ... Sppa Or—1 St42
«. = — (13)
- S¢ Sey1 .. Sou—1 | | o1 - S

Vnaprej ne poznamo ¥, zato namesto z £ raCunamo z |(d —1)/2|. Izkaze se,
olej npr. |4, str. 149|, da je rang matrike sistema v tem primeru enak Stevilu
napak. Ko poznamo Stevilo napak, lahko iz sistema (13) izracunamo koe-
ficiente polinoma o(x). Da dobimo lokatorje napak, moramo poiskati nic¢le
o(x) in njihove inverze. Ker smo v konénem obsegu, nicle lahko pois¢emo
tudi tako, da kar po vrsti preizkuSamo elemente obsega (v praksi namreé

obseg nima ve¢ kot 32 elementov).

Algoritem za odkodiranje Reed-Solomonovih kod, ki smo ga predstavili
zgoraj, je bistveno hitrejsi od tistega iz drugega razdelka, saj je polinomski.
Resimo le dva sistema enacb (13) in (10) velikosti O(d x d), iS¢emo inverze
¢ elementov, ki so lahko shranjeni tudi v tabeli, ter vrednosti polinoma o(x)
v najve¢ n tockah. Skupna zahtevnost algoritma je v najslabSem primeru
enaka O(n?).

/ iskanjem algoritmov za dekodiranje R5-kod so se ukvarjali Stevilni razi-
skovalci. Med njimi je bil tudi Elwyn Berlekamp, profesor elektrotehnike
na kalifornijski univerzi v Berkeleyu, ki je konec 60. let prejsnjega stoletja
odkril u¢inkovit algoritem za odkodiranje RS-kod |2]. Danes ga poznamo
pod imenom Berlekamp-Masseyev algoritem in je izrednega pomena tudi v
kriptografiji. Njegova predstavitev zal presega okvire tega c¢lanka. Odkodi-

ranje porabi tipi¢no do 10-krat vec strojne opreme (npr. logike, pomnilnika,
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procesorjevih ciklov) kot kodiranje. Obicajno se uporabljajo strojne im-
plementacije RS-kod, vendar pa so danes zaradi ob¢utno povecCane hitrosti
mikroprocesorjev mozne tudi programske implementacije (npr. Texas Instru-
ments daje na voljo brezplacen program za odkodiranje).

ier 1. Oglejmo si kodiranje z RS(15, 9)-kodo nad obsegom GF(2%), ki
smo ga opisali v ¢etrtem razdelku. Za primitivni element obsega pa si zopet
1izberemo nic¢lo a modulskega polinoma. Razdalja kode je enaka d = 15 —
9+ 1 = 7, tako da koda popravi do tri napake. Stopnja generatorskega
polinoma g(x) je n — k = 15— 9 = 6. Z uporabo tabele 3.1 izracunamo

(z - a)(z - o)z —a’)(z - a’)(z —a’)(z — a’) =

_ 056—}—05927-1—&6372-!-054333+Ozl4$4—|—a’10$5+(L‘6.

reri—

B

g(z)

Kodiranje je mnoZenje s polinomom ¢(z). Besedo m = (0,0, 1,0, !, 0, a?,
0,0) zakodiramo torej kot c(z) = m(z)-g(z) = a®z*+a 'z’ +attat +allab +
ol 2® + a2+ ol 2!V +al?z! +a?2!? oziroma ¢ = (0,0,a%, o, a!t, 0, alt, 0,
ot a?, a® al?, a4,0,0).

Poglejmo sedaj Se, kako poteka odkodiranje. Ce je prirejenl polinom
c(z) kodne besede ¢ deljiv s polinomom g¢(x), potem je polinom sporocila
m(x) enak c(x)/g(x). Poskusimo odkodirati Se prejeto besedo r s prirejenim
polinomom 7(z) = a®z? +a 23 + 2t +2° + 2% + V2" +a’a® + o’z + a?zl?.
Polinom 7(z) ni deljiv z g(z), saj je ostanek enak s(x) = o” + oz + az? +

ol%23 + a’x* + o?2°. Izracunamo S; = s(a') za ¢ = 1,...,6 in dobimo
naslednje vrednosti:
Sl SQ Sg 84 55 86
o210 |a?|a? || 1
Sestavimo matriko iz sistema (13):
- 0512 0 QS 7
0 o o (14)
o’ of o’

Matriko (14) enostavno prevedemo na zgornjetrikotno obliko. Od tretje vr-
stice odStejemo prvo, pomnozeno z a6, in nato Se drugo, pomnozeno z al?
(ker ima obseg karakteristiko 2, je odStevanje kar enako sestevanju). Dobimo
matriko ranga 2, kar pomeni, da je pri prenosu kodne besede najverjetneje
prislo do dveh napak. Zato je treba resiti sistem dveh enac¢b z dvema ne-
znankama

a? 0 | [ee] o 15)
0 o 01 a2 1’
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ki nam da resitev o1 = o!* in 09 = a®. Sedaj poznamo polinom o(z) =
1 + o'z + a®2%. Z raunanjem njegovih vrednosti v vseh elementih obsega

Ry . . . R . = . . .
GF(2%) preverimo, da sta njegovi ni¢li a* in o’. Njuna inverza o'l in o'’
nam povesta, da sta napaki pri |

brejeti besedi na desetem in enajstem mestu.
Preostane nam le Se, da izracunamo velikosti teh napak. V naSem primeru
bo to najenostavneje kar z reSevanjem sistema (10). Le-ta je predolocen;
¢e nima resitve, je bila predpostavka, da je prislo do najvec¢ treh napak,
napacna. Velikosti napak izra¢unamo iz prvih dveh enacb

QIQ _ A@Ozll 4+ /\1@10
; 5 (16)
0= Ao ()" + N (@)

in z deljenjem s polinomom g¢(x) preverimo, da smo res dobili kodno besedo.
Velikosti napak sta \g = a'? in \; = o'*. Polinom poslane kodne besede
je potem ¢(z) = abz? + o273 + 2% + 2° + 2% + a'V2" + aP2® + 0431‘9 +

otttV + o221l + 02212 Ker velja ci(z) = g(x) - (22 + a'2* + o?29),
je polinom sporodcila enak z2 + a’z* + o225, samo sporoéilo pa je enako

(0,0,1,0,a",0,a%,0,0).
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Prispevek opisuje teoreti¢no studijo vpliva kotne porazdelitve palicastih prevodnih
delcev v neprevodni keramic¢ni matriki na perkolacijski prag elektri¢ne prevodnosti mate-
riala. Perkolacijski prag v tem primeru pomeni najman]si prostorninski delez prevodne
snovi v kermetu, da postane zmes elektricno prevodna.

CERME

I have theoretically investigated the influence of the angular distribution of elongated
conductive particles in a nonconductive host matrix on the conductivity threshold of the
material, i.e., the minimum volume fraction of conductive phase for the whole sample to
become conductive.

Uvod

V zmesi keramic¢ne snovi in kovine ali kermetu (kermet = keramika -+
metal) se kovinska faza pojavlja v delcih, ki so med seboj nepovezani, ce je
kovine premalo. Kovinski delci so lahko razliénih oblik, odvisno od kemijske
sestave kermeta in pogojev nastanka. Pri nepovezanih kovinskih delcih je
elektri¢na prevodnost zmesi zelo majhna in dolo¢ena s prevodnostjo kera-
mike, ki je navadno zelo dober izolator. Pri ve¢jem prostorninskem delezu
kovine v keramiki pa nastanejo gruce kovinskih delcev, ki se med seboj
stikajo, dokler pri dovolj veliki vrednosti prostorninskega deleza kovine ne
nastane prevodna pot za elektri¢ni tok v neki smeri. Temu delezu recemo
na kratko perkolacijski prag in ga navadno izrazamo v odstotkih. Zmacilne
vrednosti perkolacijskega praga so nekaj deset odstotkov.

Kermete veliko uporabljajo v tankoplastni tehnologiji: v mikroelektron-
skih vezjih so uporniki narejeni iz naparjenih tankih kermetnih plasti. Upo-
rabni keramicéni materiali za kermete so razni oksidi, kovina pa je navadno
krom, zlitina nikelj-krom itd. Pri kermetnih upornikih skuSajo doseci dvoje:
veliko specifi¢no upornost in ¢im manjse spreminjanje upornosti s tempera-
turo. Cisti kerami¢ni materiali imajo sicer veliko specifi¢no upornost, vendar
imajo neustrezno velik koeficient temperaturnega spreminjanja upornosti, in
sicer najveckrat negativiega (v nasprotju s kovinami se upornost z visanjem
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temperature zmanjsuje). Za primerjavo: pri znacilnih keramic¢nih (neker-
metnih) upornikih na osnovi manganovega in nikljevega oksida se upornost
rmanjsa za 4 % na kelvin, medtem ko se pri platini poveca za 0,4 % na
kelvin. Velik temperaturni koeficient upornosti je ugoden za termometre
na osnovi keramic¢nih upornikov, za elektronska vezja pa je neZelen. Z do-
datkom kovine v keramiko naj bi ¢im bolj zmanjsali absolutno vrednost
negativnega temperaturnega koeficienta upornosti keramike, hkrati pa ob-
drzali veliko upornost. Zato preskusajo razli¢ne kombinacije keramike in
kovin. Seveda morajo biti kovine in keramic¢ni materiali usklajeni tudi glede
raznih kemic¢nih in mehanskih lastnosti, kar omejuje izbiro. Nezelen pojav
je npr. oksidacija kermetnih plasti. Z dodajanjem kovine ne smemo preseci
perkolacijskega praga, zato delez kovine ne sme biti prevelik.

Vedenje kermeta blizu perkolacijskega praga za zdaj nima prakti¢ne upo-
rabe, zanimivo pa je s stalis¢a osnovnih raziskav. Za elektricne lastnosti
snovi blizu perkolacijskega praga je znacilno nelinearno ali kriti¢no vede-
nje. 7 majhne spremembe fizikalnih parametrov, kot so sestava, nape-
tost in temperatura, lahko povzrocijo velike spremembe elektri¢nih lastno-
sti |1, 2, 3, 4, 5, 6, 7|. Med drugim sta pri perkolacijskem pragu znacilna
nenaden porast prevodnosti in divergenca dielektri¢nosti. Na primer, Gran-
nan in sodelavci [6| so pripravili kompozit, kjer so bili srebrni delci neurejeno
porazdeljeni v neprevodnem mediju KCl. Najprej so pripravili okrogle sre-
brne delce povprecnega premera 20 nm (slika 1la), potem pa so primesali
dolo¢eno koli¢ino teh delcev v praskasti KCI, stisnili pod velikim tlakom v

tablete, vse skupaj zmleli, Se veckrat stisnili in zmleli, nazadnje pa toplo-
tno obdelali. Izmerili so odvisnost dielektri¢ne konstante od prostorninskega
deleza srebra v KCI (slika 1b), medtem ko so mesSanici dodajali vedno vec sre-
bra. Naredili so dve seriji meritev in dobili rahlo razli¢ne rezultate (krozci in
trikotniki na sliki), kar kaze na to, kako so fizikalne koli¢ine moc¢no odvisne
od natanc¢nih pogojev nastanka kompozitov in je zelo tezko dose¢i pono-
vljivost. Teoreti¢ni potenc¢ni odvisnosti (polna in ¢rtkana ¢rta) so dobili z
najboljso prilagoditvijo prostih parametrov meritvam.

Za raziskovanje teh pojavov je pomembno ¢im natancéneje ugotoviti in
nadzorovati perkolacijski prag. V praksi je to zelo zahtevno, saj je pri znani
kemijski sestavi zmesi in drugih makroskopskih fizikalnih parametrov na-
tancna vrednost perkolacijskega praga odvisna od mikrostrukturnih lastno-
sti sistema, kot sta fazna porazdelitev in morfologija.

- Veliko objavljenih raziskav perkolacijskega praga uporablja modele z
okroglimi prevodnimi delci, zato je njihova uporabnost omejena. Quintanilla
in drugi |8| so s posebno prirejeno numeri¢no metodo celo na 6 veljavnih de-
cimalnih mest izracunali perkolacijski prag krogov v ravnini (ali vzporednih
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Slika 1. Elektronska slika okroglih srebrnih delcev s povpretnim premerom 20 nm in
odvisnost dielektricne konstante od prostorninskega deleza srebra v kompozitu Ag-KClI
(vir |6]). Z dovoljenjem American Physical Society.

valjev v prostoru, 2D problem), ki se lahko brez omejitev prekrivajo med
sabo; dobili so vrednost 0,676339. Podobno sta Lorenz in Ziff |9] s posebno
metodo izracunala perkolacijski prag ,svicarskega sira“ (tj. enakih okroglih
por v trdni snovi) zelo natanéno: 0,289572. Taksne raziskave so pomembne v
kemiji pri preucevanju vpliva poroznosti na difuzijo plinov v snovi. Prve per-
kolacijske numeri¢ne simulacije sta zZe leta 1974 opravila Pike in Seager |10],
in sicer ne le za kroglice, temvec¢ tudi za druga geometrijska telesa, npr. za
izotropno usmerjene palicke z zanemarljivo debelino v ravnini. Blize realnim
sistemom so bile numeri¢ne raziskave Balberga in sodelavcev 111, 12, 13], ki
so obravnavali delce v obliki valjev s krogelnima kapicama (v tem prispevku
jih imenujem palicke) v dveh ali treh dimenzijah. De Bondt in sodelavci |14]
so doslej najbolj sistematicno opisali vpliv 1zotropije in anizotropije smeri
simetrijskih osi palick na perkolacijski prag.

Huseby in sodelavci [15] so sistemati¢no numeri¢no preucevali povezave
med dvorazseznimi nepravilnimi in pravilnimi mnogokotniki z naklju¢nimi
orientacijami (smermi normal) v prostoru, kar naj bi koristilo pri preuceva-
nju vpliva mreZze geoloSkih razpok na pretakanje snovi v zemeljskem povrsju.
Te raziskave so uporabne tudi splosneje, ker lahko vsako geometrijsko telo
aproksimiramo z nepravilnim poliedrom, ki ima za stranske ploskve mnogo-
kotnike. éeprav je problem sekanja taksnih poliedrov v prostoru analiti¢no
resljiv, pa je postopek dolg in zato numeri¢na metoda casovno potratna.
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lika 2. Morfologija kompozitnih struktur z delci razliénih oblik. Prvi dve sliki sta bili
narejeni s SEM (Scanning Electronic Microscope = vrsti¢ni elektronski mikroskop), tretja
pa z opticnim mikroskopom. Slike so bile narejene na razlicnih odsekih za keramiko na

IJS (avtorji slik D. Kolar, T. Kosma¢, A. Dakskobler idr.).

entalnih, analiti¢nih in numeri¢nih raziskav perkolacij-
skega praga je med drugim podan v viru [16{. Numeri¢no so raziskovali
perkolacijski prag tudi za druge delce, npr. kocke. 7 razlicnimi postopki |17
dobijo zelo raznolike prevodne delce, od skoraj kroglastih do pali¢astih ali
plos¢atih. Nekaj jih je prikazanih na sliki 2. Namen tega prispevka je obrav-
navatli vpliv usmerjenosti podolgovatih prevodnih delcev na perkolacijski
prag in primerjava rezultatov predvsem z virom |[14|. V omenjenem viru
so avtorjl preucevali odvisnost perkolacijskega praga od kotne porazdelitve
smeri delcev, njihove povpre¢ne smeri, razmerja dimenzij in dovoljene pene-
tracijske globine enega delca v drugega. Sam sem ponovil racune pri enakih

parametrih zaradi neposredne primerjave izidov in s tem posredne preverbe
olj sistematicno sem raziskal vpliv kotne porazdeli-

regled eksperi

njihovih zanesljivosti.
tve smeri delcev na perkolacijski prag.
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Spodbuda za moje 1zrac¢une so bile nekatere nejasnosti pri dosezenem
perkolacijskem pragu za nekatere keramic¢ne kompozite, narejene med dru-
gim na Odseku za inZenirsko keramiko na Institutu Jozef Stefan |18, 19|.
V |19] je opisan nacin, kako s ponavljajo¢im pregibanjem in valjanjem ke-
ramicnih plasti¢nih suspenzij dobijo plastovite kompozite, kjer si izmeni¢no
sledijo prevodne kermetne plasti (AloO3 + Cr) in neprevodne keramic¢ne
plasti (AlsOg3). S pregibanjem in valjanjem dobijo vedno tanjSe posamezne
plasti. Seveda sledi valjanju suspenzij obic¢ajna toplotna obdelava, da dobijo
keramicni kompozit. Dokler so plasti dovolj debele, so izidi merjenj prevo-
dnosti kompozita obicajni: kompozit je prevoden v smeri plasti, pravokotno
nanje pa ne (zaradi izolacijskih plasti). Ko pa postanejo plasti dovolj tanke,
nastopi prevodnost tudi v smeri pravokotno na plasti. To si razlozimo tako,
da se plasti zac¢nejo zvijati in prelamljati, tako da se bliznje prevodne plasti
staknejo s prekinitvijo vmesnih neprevodnih plasti. To je bilo vidno tudi
z mikroskopom. Medtem ko so izidi merjenj v delu [19] kvalitativo dobro
opisani, manjka kvantitativna analiza.

2.

Ukvarjal sem se s trirazseznim perkolacijskim problemom. Obravnaval
sem celico v obliki kvadra z razseznostmi L, L, in L., za elektrodi pa sem
vzel ploskvi pri z = 0 in z = L,, kot prikazuje slika 3. Tako sem preuceval
prevodnost v smeri osi z. Vzel sem prevodne delce v obliki cilindri¢nih
pali¢ic s polkroglama na obeh koncih (na kratko palicke, slika 3). Taksna
telesa imenujemo tudi sferocilindri.

Zamisel za model sem vzel iz vira [14]|. Programski postopek za izracun
perkolacijskega praga je takle. Rac¢unalniski program je naklju¢no vstavljal
delce v celico, enega za drugim. Po vstavitvi vsakega delca je program pre-
veril, ali je ze nastala prevodna pot med elektrodama s stikanjem nekaterih
delcev. Slika 4 shematsko prikazuje dosezeni perkolacijski prag za palicke v
dvorazsezni celici. Ko je nastala prevodna pot, je program sestel prostor-
nine vseh delcev v celici in iz tega perkolacijski prag: v, = V,/V, kjer je 1]
prostornina prevodne faze, V pa celotna prostornina kermeta. Za dolocitev
nakljuénih vrednosti parametrov, kot so lege posameznih kovinskih delcev,
sem uporabil generator nakljucénih stevil.

Zaradi statisti¢ne napake se pri omejenem Stevilu delcev izrac¢unani per-
kolacijski prag ne ujema natancéno s pravo teoreticno vrednostjo. Zato sem
pri istem naboru fizikalnih parametrov (konfiguraciji) postopek iskanja per-

kolacijskega praga ponovil veckrat, ve¢inoma 18- do 30-krat. S temi izidi
sem za izbrano konfiguracijo izracunal povpre¢no vrednost perkolacijskega
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N

Slika 3. Koordinatni sistem za celico in oblika prevodnih delcev. Opredelitev smernega
vektorja delcev. Penetracija delcev v primeru polkrogla-valj.

praga v, In njegovo statisticno napako. Statisticna napaka je mocno odvi-
sna od pribliznega Stevila delcev v celici, pri katerem ravno pride do praga
prevodnosti. Pri izbranih parametrih sem dobil nekako med 2000 in 10 000
delcev v celici pri doseZzenem perkolacijskem pragu, kar je dalo absolutno
statisti¢éno napako okrog enega ali dveh odstotkov. To je bil nekako opti-
mum glede na potrebni ¢as racunanja in zanesljivost izidov. Za 30 ponovitev
in pri pribliznem Stevilu delcev 5000 je potrebnih ve¢ ur racunanja za eno
samo konfiguracijo. Stevilo delcev je odvisno predvsem od tega, kako veliko
celico vzamemo pri dani velikosti delcev (ali, kar je isto, kako velike delce
vzamemo pri dani velikosti celice).

Zia nabor naklju¢nih vrednosti parametrov se
tev:

vzel dve vrsti porazdeli-

™

a) enakomerno (npr. enako verjetne vse vrednosti koordinate x delcev med
vrednostma ¢ =0 in x = L),

neenakomerno porazdelitev , klobucek™.

e s, ki iIma

10 porazdelitev klobucek na zgledu formalne spremenljiv
povprecno vrednost s,.,, dovolimo pa njeno variacijo gy okrog povprecne vre-
dnostl: Sppp — 05 < 5 < Spoy + 05. Za verjetnostno porazdelitveno funkeijo za
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Slika 4. Shematski dvorazseZzni prikaz dosezenega perkolacijskega praga za paliCaste
delce. Skupina delcev s prevodno potjo je oznacena z zvezdicami.

klobucek sem uporabil kar kosinusno funkcijo z vrhom pri s = s, in ni¢lama
Pri § = Spoy — 05 1IN § = Spoy + 0 (seveda pa je zunaj dovoljenega intervala
funkcija identi¢no enaka ni¢). Kosinusna porazdelitvena funkcija je opisana
v matemati¢nem dodatku. Porazdelitvena funkcija w(s) spremenljivke s ima
obic¢ajen pomen: w(s)ds pomeni verjetnost, da ima spremenljivka s vrednost
na intervalu (s, s 4+ ds). Porazdelitev klobucek sem normaliziral, tako da je
verjetnost, da ima delec vrednost spremenljivke s na opisanem intervalu,
res enaka 1. Program je poskrbel za pretvorbo med enakomerno porazde-
litvijo generatorja naklju¢nih Stevil med 0 in 1 ter katerokoli enakomerno
porazdelitvijo ali pa porazdelitvijo klobucek. Razloga za izbiro kosinusne
porazdelitvene funkcije sta dva:

1) predhodne raziskave [14| so pokazale, da vrsta porazdelitve, ¢e so si vse
kvalitativno podobne, ne vpliva znatno na kvalitativne rezultate za per-
kolacijski prag,

2) s kosinusno porazdelitvijo je dovolj preprosto racunati, kar je za naso
casovno zahtevno numeri¢no metodo pomembno.

Za razseznosti celice sem izbral L, = L, = L, = 1 in meril vse dolZzinske
razseznosti v enotah L. Izbral sem povprecni premer valjev dj, 1n dovolil
tudl variacijo premerov oy okrog povprecne vrednosti; tako se premer d
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Slika 5. Odvisnost perkolacijskega praga palick od razmerja X = L/d (L je dolZina
palick, d pa premer); v vseh primerih je povpre¢ni premer palick = 0,025 z 10 % moznim
relativnim odmikom od povprecja, maksimalna relativna penetracijska globina pa je 0,2.
Azimutalni kot je popolnoma neurejen. Laboratorijski polarni kot ima vrednosti: a) 6, =
0°; b) O, = 45%; ¢) 6, = 90°. Zgledi z razli¢nimi odstopanji relativnega kota oy, so oznaceni
z razlicnimi grafi¢cnimi simboli. Izidi za izotropno porazdelitev delcev so oznaceni s krizci.

delcev naklju¢no spren
sem porazdelitev klobucek z vrhom
keramiki nikoli niso popolnoma enaki med seboj.

Vendar pa se je izkazalo, da neenakost velikosti delcev (Ce so vsaj pri-
merljivi po velikosti) ni bistvena za perkolacijski prag. Ce je delcev v celici
dovolj (vsaj nekaj tiso¢), tudi ni pomembno, kako veliki so v primerjavi z
velikostjo celice. Znacilni premeri valjev so bili okrog 0,01 do 0,05 (v eno-
tah L.), kar je bilo navadno dovolj, da zanemarimo povrsinske pojave in je
prag neodvisen od povprecne velikosti delcev.

razliénih inja v mejah dpoy, — 0oy < d < dpoy + 0g.

prl dpoy. Kovinski delel v neprevodni

izracunani perkolacijski

Razseznosti palicke so podane z dvema parametroma: premerom d valja
oz. krogelnih kapic in celotno dolzino L (slika 3). Oznac¢imo njuno razmerje
na kratko A = L/d. Za palicke moramo vzeti A > 1. Program omogoca
variacijo obeh parametrov, d in A, za posamezne delce: dpp — oy < d <
Apoy + 04 M Apgy — o < A < Apoy + 0). Vendar sem vedno obravnaval
palicke s skoraj homogenim razmerjem dolZzin A in dovolil variacijo 10 7%
okrog povprecja. Zato je na slikah 5 z oznako A oznacena kar povprecna
palicke.

vrednost za

Palicke imajo Se dve prostostni stopnji: polarni kot ¢ in azimutalni kot ¢,
ki podajata smer geometrijske osi delca v prostoru (slika 3). Glede prostor-
ske urejenosti obeh kotov sem obravnaval dve moZnosti: popoln nered in
delni red. Popolni nered pomeni izotropno porazdelitev dolgih osi palick
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v prostoru. To dobim s kosinusno porazdelitveno funkcijo za polarni kot z
maksimumom pri 90° in vrednostjo ni¢ pri 0° in 180° ter homogeno poraz-
delitvijo azimutalnega kota med 0° in 360° (glej matemati¢no prilogo). Tu
poudarim, da sem za argument porazdelitvenih funkcij vedno vzel kot in ne
katere od kotnih funkcij.

Delni red je opisan s povprecno orientacijo delcev, ki jo podaja labora-
torijski polarni kot 6y, tako da je povprecna orientacija opisana z enotskim
vektorjem: €,0, = (sinfp,0,cosfr). Ravnino (z,z) sem izbral zaradi na-
zornosti. Dejanska orientacija posamezne palicke je dana z njeno relativno
orientacijo: le-to opisujeta naklju¢no izbrana relativna kota 6z in wgr (re-
lativna glede na povprecno orientacijo, priloga 5.2). Iz parametrov 6, g
m g lahko izracunamo orientacijska kota 6 in ¢ glede na laboratorijski
sistem. Smer dolge osi delca (tj. valjne osi) podamo s smernim vektorjem
k= (sin 6 cos p, sin # sin p, cos ).

V opisani numeri¢ni proceduri je dovoljeno delno prekrivanje (vdiranje,
penetracija) enega delca v drugega. Za vse delce je predpisana maksimalna
relativna penetracijska globina (MRPG), ki pove, koliksna je lahko najvecja
penetracija enega delca v drugega glede na njuna polmera. Dejanska pene-
tracijska globina g,e, dveh delcev v stiku ne sme preseci najvecje vrednosti
Gpen.maz, Kjer opredelimo gpepmaz = MRPG - Rypin, pri tem pa je Rpin
manjsi od obeh radijev sekajoc¢ih se kroglic. Na sliki 3 je zgled penetracije
valinega oz. krogelnega dela dveh palick.

Vzemimo, da smo Ze postavili /N —1 delcev v celico, sedaj pa dodamo /NV-ti
delec. Ce se po naklju¢ni postavitvi zgodi, da zadnji delec vdira v enega od
prejsnjih do vecje globine kot gpen mae, ga preprosto zavrnemo in se postopek
za, njegovo vstavitev v celico ponovi. Opisani postopek uporabljam zaradi
naslednjega razloga. Ce prekrivanje delcev ne bi bilo dovoljeno, bi bila ver-
jetnost, da se samo dotikajo, enaka ni¢, ¢e imajo nakljucne lege. Tako ne bi
nikoli dosegli perkolacijskega praga. Se en razlog je za uporabo numeri¢nega
preprostega postopka z najvec¢jo dovoljeno penetracijo: model naj priblizno
opiSe raznovrstne kompozitne strukture, kjer so interakcije med prevodnimi

delci zelo razlicne in odvisne od neprevodne keramic¢ne matrike. Lahko se
zgodi, da se bliznja delca pri kemijski obdelavi privlacita in stakneta: na-
mesto da bi prodrla drug v drugega, se rahlo deformirata in nastane med
njima povezovalnli vrat, pri tem pa se sredisci primakneta. V tem primeru se
navadno prostornini zacetnih okroglih delcev ohranita. Zato sem uposteval
celotno prostornino vseh delcev in nisem odsteval dela prostornine sekajoc¢ih
se delcev. Znacilna vrednost MRPG v racunih je bila reda 10 %. Vpliv
MRPG na perkolacijski prag sem namesto na palickah preskusil kar na kro-
glicah in ugotovil moéno odvisnost: npr. pri MRPG = 10 % je v, enak 45 %,
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[RPG = 50 % pa je vy le 35 %.

in ga nisem spreminjal.

etode sem 1zrac¢unal perko-

/.a preskus zanesljivosti opisane numeric¢ne 1
lacijski prag za okrogle delce z enakimi polmeri, pri tem pa dovolil neomejeno
prekrivanje kroglic. To pomeni, da sem vzel MRPG = 200 %, saj je pri po-
polnem prekritju enakih krogel (sredisci Sﬁvp&dat&) penetracijska globina
enaka (glej matemati¢no prilogo): gpen = R+ R —d, d = 0, gpen, = 2R.
Pri tem preskusu seveda nisem predpostavil ohranitve prostornine kroglic,
temve¢ sem prostornino preseka dveh kroglic uposteval samo po enkrat, tako

da bi lahko neposredno prin 9. Pri velikosti

erjal svoje izracune z virom |
kroglic d = 0,05 sem pr1 perkolacijskem pragu dobil okrog 10000 kroglic v
celici; 24 ponovitev racuna mi je dalo povprec¢ni perkolacijski prag 0,2915.
Pri d = 0,03, kar da okrog 25000 kroglic za perkolacijski prag, ter 60 pono-
itvah sem dobil perkolacijski prag 0,288, kar je res blizu vrednosti 0,289572
Kot zanimivost in dokaz tezavnosti perkolacijskega problema celo
pri tako preprosti geometriji, kot so enake kroglice, naj omenim, da bi bilo
treba predvideti npr. tudi zglede sekanja treh krogel s skupnim presekom.
Ugotavljanje taksnega preseka in izracun njegove prostornine za vse kroglice
bi bilo zelo zapleteno, tako programsko kot matemati¢no. Zato tega nisem
delal, saj sem tudi ocenil, da lahko verjetnost sekanja treh krogel z nekim
skupnim presekom zanemarim.

Perkolacijski prag za palicke je mocéno odvisen od razmerja A = L/d in

od porazdelitve dolgih osi delcev v prostoru. Pomembna je tudi povprecna
orientacija delcev, ki je podana s poﬁam}

kotom 6. Ce so palicke prete-
zno usmerjene v smeri osi z (0, = 0°), dobimo z vedjim razmerjem A nizji
perkolacijski prag (slika ba). Nasprotno velja, ¢e so palicke pretezno usmer-
jene pravokotno na os z (6, = 90° slika 5c¢). Na sliki 5b je prikazan vmesni
primer s 8, = 45° 7 delnim neredom dosezemo nizji perkolacijski prag kot

redu (popolni red pomeni, da so vse palicke poravnane na-

pri popolnem
tancno v povmcm smeri €p0y). V vseh treh zgledih sem izbral popolnoma

neurejen relativni azimutalni kot ¢pg, tj. enakomerno porazdeljen med 0° in
360°. Najprej si oglejmo rezultate, prikazane na sliki 5a. Za porazdelitev
relativnega polarnega kota 6z sem vzel kosinusno porazdelitev s povprec¢jem
ni¢ in najveCjim odstopanjem og,. VeCje odstopanje, ki pomeni veC]l ne-
red, povzroc¢i nizji perkolacijski prag; na sliki 5a je primerjava perkolacijskih
60° in 90°. Vseeno pa lahko z delnim redom
neredu (izotropna poraz-

pragov za odstopanja 5° 15°%
doseZemo nizji perkolacijski prag kot pri popolnem
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Slika 6. StoZec porazdelitve smeri palick pri neurejenem azimutalnem kotu

delitev smeri delcev). Na sliki 5 je za primerjavo dodana Se odvisnost v, ()
pri popolnem neredu (krizci).

Se bolj dramaticno odvisnost perkolacijskega praga od urejenosti rela-
tivnega polarnega kota vidimo na sliki 5c, kjer je 6 = 90° Za og, = 30° je
perkolacijski prag v okviru numeri¢ne napake neodvisen od razmerja razse-
znostli A. Za manjSe vrednosti og, se perkolacijski prag visa z A, kot sem Ze
omenil, vendar pa za vecje vrednosti og, pada z A, kakor v primeru 6 = 0°
na sliki Ha.

Po napovedih Balberga in drugih [13| naj bi bil za zelo velika razmerja A
perkolacijski prag obratno sorazmeren z A, ¢e so palicke usmerjene pretezno
v smeri osi z. S slike Sa je razvidno, da se moji izidi kvalitativno ujemajo s
to ugotovitvijo, ¢eprav razmerja A niso zelo velika.

Dosle] smo si ogledali le primere popolnoma enakomerne porazdelitve
relativnega azimutalnega kota med 0° in 360°. To pomeni, da so smeri dol-
oih osi palick znotraj stoZca, katerega geometrijska os se ujema s povprecno
SIETjO €p0y, kot ob njegovem vrhu pa je enak dvojnemu kotu oy, (slika 6).
Taksna verjetnostna porazdelitev je osno simetri¢na, ni pa enakomerna (naj-
vecja je na osi stoZca in pade na ni¢ na plasc¢u, izjema je le skrajni primer
7z izotropno porazdelitvijo smeri). Preskusil sem tudi drugac¢ne porazdelitve
relativnega azimutalnega kota, vendar te v okviru statisti¢ne napake zane-
marljivo vplivajo na perkolacijski prag.

Podobnosti in razlike med mojo raziskavo in tisto v viru [14]| so nasle-
dnje. V obeh delih smo proucevali sferocilindre podobnih oblik in dimenzij,
obravnavali smo podobne relativne penetracijske globine in vzeli kosinusno
porazdelitveno funkcijo za parametre z neenakomerno porazdelitvijo vredno-
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. V viru |14] so se posvetili skoraj izkljuéno primeru s povpre¢no usmeri-
tvijo delcev v smeri osi z. V tem primeru se ugotovitve v obeh raziskavah
ujemajo, tj. perkolacijski prag pada z vecanjem vrednosti naslednjih para-
metrov: relativne penetracijske globine, razmerja dimenzij palick in kota
odstopanja smeri posameznih delcev od povprecne smeri. Absolutna razlika
v izidih za perkolacijski prag v obeh delih je 1 % ali 2 %, kar je v okviru
statisticne napake. Sam sem dodal Se primerjavo z izotropno porazdelitvijo,
tudi razlicne povprec¢ne smeri delcev.

obravnaval sem

" prispevku v glavnem obravnavam delce v obliki valjev s krogelnima,

kapicama, ker:

a) je postopek za ugotavljanje sekanja sosednjih delcev dovolj preprost,

b) imajo palicke dovolj fizikalno zanimivih parametrov,

c) so ze bili narejeni podobni racuni |12, 13, 14], kar omogoca prin
rezultatov in preverbo,

¢) je v resnici mogoce izdelati podobne prevodne delce v keramicni matriki.

1e1]av0

Moji rezultati se v glavnih tockah ujemajo z virom [14], po drugi strani
pa sem bolj poudaril nekaj toc¢k problema, npr. razliko med urejenimi in
neurejenimi sistemi.

Poleg palick (sferocilindrov) sem obravnaval tudi okrogle in ploscate pre-
vodne delce. Opisano delo je Sele prvi korak k razumevanju zapletenih struk-
tur v keramicnih plastovitih kompozitih |18, 19].

Za naklju¢na Stevila r (angl. r = random number) med 0 in 1 sem
uporabljal generator nakljuénih sStevil z enakomerno porazdelitveno funkeijo
Wran () = 1 na intervalu (0,1) (slika 7a). Preveril sem kvaliteto generatorja,
npr. z neka] parametri, kot je povprecje, povprec¢je kvadratov itd. Enako-
merno porazdeljene nakljuéne spremenljivke dobimo iz Stevil r preprosto.
Na primer, nakljuéno koordinato delca x, ki naj lezi v intervalu 0 < z < L.,
izrac¢unamo kot x = L, - r. Podobno izracunamo npr. relativni azimutalni
kot: pp = 27 - r (v radianih), ¢e je popolnoma neurejen, itd.

Za delno urejene naklju¢ne spremenljivke (npr. kote in velikosti delcev)
z dovoljenimi vrednostmi na izbranem intervalu sem vedno uporabljal ko-
sinusno porazdelitev, s katero je ra¢unanje dovolj preprosto (slika 7b). Na
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Slika 7. Enakomerna naklju¢na porazdelitev in zgled kosinusne verjetnostne porazdelitve.
Obe porazdelitvi sta normirani, tako da je plos¢ina med grafom in vodoravno osjo enaka 1.

primer, porazdelitev premera d valjev, ki naj ima vrednosti na intervalu
Apoy — 04 < d < dpoy + 04, je opisana s tunkcijo

Weos(d) = —— cOS (L (d — dpov)) |

N 40’d 20‘d

To porazdelitev dobimo iz porazdelitve w,4, z enacbo, ki povezuje spre-

menljivki r in d:
204 .
d = dpoy arcsin(2r — 1) .
T

Kot sem 7ze omenil, dobimo izotropno porazdelitev smeri palick v pro-

storu z naslednjima porazdelitvenima funkcijama za kota: weos(6) = 77— -

COS(Q%(Q — HPOU)) in w(p) = -2-1;;, kjer je Opoy = 09 = 5. Kot vidi bralec,
lahko porazdelitveno funkcijo za polarni kot zapiSemo enostavneje kot sinu-

sno funkcijo. Napacno bi bilo vzeti enakomerno porazdelitev za polarni kot,
saj bi bile s tem gosteje zastopane smeri okrog osi z.

Namesto kosinusne porazdelitvene funkcije bi bila primerna tudi uporaba
Gaussove porazdelitvene funkcije, za katero obstajajo uc¢inkovite numericne
metode, saj nimamo neposredne analiticne zveze med enakomerno in Gaus-
sovo porazdelitvijo.
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V primeru palick si lahko mislimo vektor povpreéne usmerjenosti delcev
€pov KOL smerni vektor osi z novega koordinatnega sistema, zavrtenega za kot
Or, okrog osi y laboratorijskega sistema. Glede na zavrteni sistem opredelimo
relativna orientacijska kota fr in wp za posamezen delec. Tako lahko zapi-
ponente vektorja & v obeh koordinatnih sistemih (bazne vektorje
sistemu oznacimo z €, €, 1n €,, tiste v zavrtenem sistemu

Semo kon
v laboratorijskem

pas fi, f in )

k = sin 6 cos pe, + sin 0sin pe,, + cos e, =

Sin Op oS YR fr +sinbrsin prf, + costp /. .

|

C@ upostevamo Se smeri novih baznih vektorjev: f, = cosfre, — sinfre.,
fy = €, fz = sin#re, + cosbre., lahko direktno izracunamo komponente

sistemu za posamezen delec:

vektorja k v laboratorijskem

-

k = (cos O sin Or cos g -+ sin

01, cos Op, sin Og sin pp,

sin Oy, sin Or cos wgr + cos O, cos Or) .

teles

geometrijskih

preprostih

Delci v tem prispevku so sestavljeni iz preprostih geometrijskih teles: pol-
krogel in valjev, tako da se da analiti¢cno ugotoviti, ali se med seboj sekajo.
Na primer, za preverbo sekanja dveh valjev najprej ugotovimo najblizjo raz-
daljo med njunima geometrijskima osema, ki sta med seboj] mimobezni itd.
Maksimalno relativno penetracijsko globino (MRPG) vzamemo glede na pol-
mer R valjev. Penetracijsko globino izracunamo kot gpen, = H1 + Ha — d, pa
naj gre za sekanje dveh polkrogel, polkrogle in valja ali dveh valjev. Pri tem
sta 7 in Ry radija polkrogel ali valjev, d pa v vseh treh primerih izracu-
namo drugace:

1) za dve polkrogli je to razdalja med njunima sredis¢ema,

2) za kroglo in valj vzamemo za d najblizjo razdaljo med srediscem
in osjo valja,

3) za dva valja vzamemo za d najblizjo razdaljo med osema valjev — mimo-
beZnicama.

Morda bo bralec pomislil, da nam morebitno sekanje kon¢nih

nih robovih (sekanje osnovnih ploskev) povzroca tezave; vendar pa tega ni

treba racunati, saj gre v tem primeru tako in tako za sekanje krogelnih kapic

na konceh palick. 5 tako izrac¢unano udorno globino gy, preverjamo, ali ni

penetracija dveh delcev pregloboka.

krogle

valjev na nju-
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